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线性 代数 是 高 等 院 校 非 数 学 类 本 科 生 的 一 门 重要 的 数学 基础 课程 ,也 是 全 国 硕士 研究 
生 入 学 统一 考试 的 必 考 内 容 . 这 门 课程 概念 抽象 ,结论 繁多 ,方法 灵活 ,计算 复杂 ,初学 者 普 
遍 感 到 “看 书 抓 不 住 重 点 ,做 题 不 知 如 何 下 手 ,证 明 题 没 思路 ,计算 题 出 错误 ” 为 了 引导 读者 
抓 住 重点 ,攻克 难点 、 把 握 精 散 、 拓 展 视野 ,启迪 他 们 发 现 问题 .分析 问题 和 解决 问题 ,更 好 地 
巩固 基础 知识 .掌握 基本 技能 、 领 悟 基本 思想 ,我 们 编写 了 这 本 学 习 指 导 书 . 

本 书 分 为 六 章 : 线性 方程 组 ,矩阵 ,行列 式 . 向 量 空间 与 线性 空间 、 和 矩阵 的 相似 化 简 、 二 
次 型 . 每 章 包 括 基本 要 求 、 内 容 综述 .疑难 辨析 、 范 例 精 讲 、 同 步 练 习 、 单 元 测验 (第 1 章 和 第 
5 章 除 外 ) ,习题 选 解 共 七 个 部 分 . 

基本 要 求 是 根据 教育 部 审定 的 线性 代数 课程 教学 基本 要 求 和 全 国 硕士 研究 生 人 学 统一 
考试 数学 考试 大 纲 提 出 的 , 它 明确 了 需要 掌握 的 知识 点 ,并 用 "理解 、 了 解 ,知道 "或 “掌握 、 熟 
悉 、 会 ”的 次 序 表示 对 基本 概念 和 基本 理论 或 基本 方法 的 不 同 要 求 , 使 读者 能 心中 有 数 , 有 的 
Ж. 

内 容 综述 系统 梳理 了 基本 概念 和 基本 理论 ,简略 概括 了 基本 知识 点 ,突出 了 重点 与 难 
点 ,厘清 了 各 知识 点 之 间 的 联系 ,使 读者 能 透视 脉络 ,总 览 全 局 . 

疑难 辨析 是 本 书 的 特色 部 分 ,针对 重点 、 难 点 内 容 , 容 易 混淆 的 概念 ,以 及 读者 遇 到 的 带 
有 共性 的 困惑 ,编者 将 三 十 余 载 的 教学 精华 很 好 地 凝聚 在 一 问 一 答 之 中 ,用 通俗 易 懂 但 不 失 
严谨 的 语言 齐 析 每 一 个 精心 设计 的 疑难 问题 ,有效 地 帮助 读者 走出 “ 问 不 出 问题 ,学 不 会 知 
识 ” 的 窒 境 , 漆 清 模糊 认识 ,领会 问题 实质 . 

范例 精 讲 是 本 书 的 重要 部 分 ,选取 的 例题 少 而 精 , 且 具有 很 强 的 典型 性 和 示范 性 . 除了 
一 些 重 点 内 容 、 常 考 内 容 和 易 错 内 容 的 例题 外 ,还 有 一 些 对 后 继 课 程 学 习 有 指导 意义 的 例 
АЙ. 编者 对 主要 题 型 进行 了 综合 分 类 ,对 解 题 方法 进行 了 归纳 整理 ,通过 分 析 解 题 思路 ,揭示 
解 题 规律 ,总 结 解 题 步骤 ,使 读者 能 举一反三 , 触 类 旁 通 . 

同步 练习 选编 了 一 定数 量 的 与 范例 精 讲 搭配 的 题目 ,希望 读者 能 同步 地 .有 针对 性 地 进 
行 自 我 训练 ,以 巩固 所 学 知识 ,掌握 各 种 题 型 的 解 题 技巧 ,增强 独立 解 题 能 力 . 

单元 测验 要 求 读者 在 150 分 钟 内 独立 完成 ,然后 按照 参考 解答 自行 评分 ,以 检查 学 习 效 
果 , 发 现 学 习 中 存在 的 问题 ,明确 努力 方向 .提高 应 试 能 力 . 

习题 选 解 对 主教 材 中 部 分 的 (A) 类 习题 和 全 部 的 (B) 类 习题 ,都 给 出 了 规范 、 详 细 的 
解答 . 

书 末 提 供 了 四 套 往年 期 末 考 试 试 题 ,读者 应 在 学 完全 部 内 容 之 后 再 做 (其 他 要 求 与 单元 
则 验 完全 相同 ) ,总 体检 验 全 书 学 习 效 果 ,同时 为 即将 迎 来 的 期 末 考 试 热身 . 


= 
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在 内 容 综述 .疑难 辨析 ,范例 精 讲 和 习题 选 解 四 个 部 分 中 有 不 少 评注 ,内 容 包括 概念 或 
定理 的 内 涵 与 外 延 , 相 关 概 念 或 方法 的 异同 ,与 已 有 概念 或 方法 的 类 比 , 解 题 步骤 的 总 结 , 方 
法 的 推广 , 题 型 的 常用 解法 ,例题 的 其 他 解法 或 证 法 ,容易 犯错 之 处 等 . 这 些 评 注 具 有 画 龙 点 
睛 的 作用 ,值得 读者 仔细 研读 、 品 味 . 

作为 一 本 配套 辅导 教材 ,读者 在 认真 阅读 主教 材 的 基础 上 再 阅读 本 书 效果 会 更 好 . 对 于 
练习 .习题 和 试题 ,读者 必须 先 独 立 思考 ,自己 动手 解 题 ,然后 与 题解 对 照 比较 , 才 可 能 达到 
理解 基本 概念 和 基本 理论 ,掌握 基本 方法 .训练 数学 思维 的 目的 . 

需要 特别 强调 的 是 ,本 书 中 包含 了 1987 一 2018 年 全 国 硕士 研究 生 入 学 统一 考试 数学 试 
题 及 解答 ,分 章 别 类 ,针对 性 强 . 鉴于 全 书 知识 框架 的 完备 性 , 想 不 一 一 指出 . 

刘 春 林 、 文 军 、 海 昕 、 苏 芳 四 位 副教授 参与 了 习题 选 解 的 编写 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

我 们 真诚 地 希望 同行 和 读者 对 本 书 提出 宝贵 的 意见 和 建议 


编 者 
2018 年 6 月 
于 国防 科技 大 学 
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线性 方程 组 


е 
ИЖ 
1. 理解 线性 方程 组 的 基本 概念 . 


2. 知道 线性 方程 组 解 的 几何 意义 . 
З. 熟悉 阶梯 方程 组 的 回 代 法 ,了 解 线性 方程 组 解 的 三 种 情况 . 
4. 掌握 线性 方程 组 的 三 种 初等 变换 和 消 元 法 . 


内 容 综述 
о 
一 、 线 性 方程 组 及 其 解 


线性 方程 就 是 一 次 方程 . 
mXn 线 性 方程 组 是 指 m 个 含 相同 的 个 未 知 量 的 线性 方程 所 构成 的 组 ; 


gs Harr: + üye = 0. 


аз ху 十 azzzz H° +axz, = bz, 


| + ањх, + + Бах, = bx. 

EW B bi sbo st sbn 全 为 零 , 则 称 此 方程 组 为 mXn ЖҮКЕ Jr BEL: 否则 称 为 m Xn ЯЕ 
齐 次 线性 方程 组 . 

注 “组 ”不 同 于 “集合 ”, 组 中 元 素 有 序 且 允许 重复 ,而 集合 中 元 素 无 序 且 相 出 . 

HW 表示 线性 方程 组 的 解 集 ,有 相同 解 集 的 两 个 方程 组 称 为 同 解 方程 组 ; 若 WZ Q. 
则 称 该 方程 组 是 相 容 的 或 有 解 ; 若 允 三 思 , 则 称 该 方程 组 为 不 相 容 的 或 矛盾 的 或 无 解 . 若 
W 只 含 一 个 元 素 , 则 称 该 方程 组 有 唯一 解 . 克 中 任何 一 个 元 素 , 称 为 该 方程 组 的 一 个 特 解 ; 
W 中 全 部 元 素 的 一 个 通用 表达 式 称 为 该 方程 组 的 通 解 或 一 般 解 . 


二 、 二 元 和 三 元 线性 方程 组 的 几何 意义 


二 元 线性 方程 组 表示 平面 上 若干 条 直线 的 交点 ,方程 组 有 唯一 解 等 价 于 所 有 直线 交 于 
一 点 ; 方程 组 有 无 穷 多 解 等 价 于 所 有 直线 都 重合 ; 方程 组 无 解 等 价 于 所 有 直线 既 不 交 于 一 
点 也 不 重合 . 
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三 元 线性 方程 组 表示 空间 中 若干 个 平面 的 交点 ,方程 组 有 唯一 解 等 价 于 所 有 平面 交 于 
一 点 ; 方程 组 有 无 穷 多 解 等 价 于 所 有 平面 重合 或 交 于 一 条 直线 ; 方程 组 无 解 等 价 于 所 有 平 
面 没 有 公共 交点 . 


三 、 阶 梯 方 程 组 及 其 回 代 法 


阶梯 方程 组 应 该 满足 如 下 两 个 条 件 : 
(1) 若 某 个 方程 的 未 知 量 系数 全 为 零 , 则 它 下 方 的 所 有 方程 的 未 知 量 系数 均 为 零 ; 
(2) 若 某 个 方程 中 第 一 个 系数 不 为 零 的 未 知 量 是 x;, 则 它 下 方 的 所 有 方程 中 前 i 个 未 
知 量 的 系数 全 为 零 . 
若 阶梯 方程 组 出 现 矛 盾 方 程 , 则 阶梯 方程 组 无 解 . 否则 , 删 去 所 有 “0 二 0” 的 方程 后 ,可 选 
每 个 方程 的 第 一 个 未 知 量 为 基本 未 知 量 , 其 余 未 知 量 均 为 自由 未 知 量 , 即 
自由 未 知 量 个 数 三 未 知 量 个 数 一 方 程 个 数 ， 
基本 未 知 量 个 数 三 方程 个 数 . 
从 阶梯 方程 组 中 最 后 一 个 方程 开始 求解 ,逐次 将 所 解 得 的 基本 未 知 量 的 值 代入 到 前 一 个 方 
程 中 ,使 得 该 方程 只 含 一 个 基本 未 知 量 , 从 而 可 以 求解 ,这 就 是 回 代 法 . 
当 未 知 量 个 数 等 于 方程 个 数 时 ,方程 组 有 唯一 解 ; 当 未 知 量 个 数 大 于 方程 个 数 时 ,方程 
组 有 无 穷 多 解 ,可 用 自由 未 知 量 表示 出 其 通 解 . 


四 、 线 性 方程 组 的 初等 变换 


D HERDO: 对 调 第 ;个 与 第 7 个 方程 的 位 置 ; 

(2) 售 乘 变换 O: 以 数 A0 乘 以 第 /个 方程 ， 

(3) MERO: 将 第 了 个 方程 的 k 倍加 到 第 i 个 方程 上 

三 种 初等 变换 的 逆 变 换 : 

Qo pi tOo; 

ор енор 

САФО 80. 

初等 变换 具有 如 下 性质 ， 

O) 一 个 线性 方程 组 经 有 限 次 初等 变换 得 到 的 必 是 同 解 方程 组 , 即 有 限 次 初等 变换 不 
改变 方程 组 的 解 集 . 

(2) 任何 一 个 线性 方程 组 都 可 以 经 过 有 限 次 初等 变换 化 成 阶梯 方程 组 . 

利用 初等 变换 逐次 消去 一 些 方程 中 的 未 知 量 ,化 一 般 线 性 方程 组 为 阶梯 方程 组 的 过 各 
称 为 消 元 . 

用 消 元 和 回 代 两 个 过 程 求解 线性 方程 组 的 方法 称 为 消 元 法 


СЕТ 


问题 1 一 个 线性 方程 组 经 过 初等 变换 后 О ОНА X? 
答 ” 对 一 个 线性 方程 组 做 初等 变换 后 ,出 现 k 个 “0 二 0” 的 方程 , 则 表明 线性 方程 组 中 有 
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k 个 方程 是 多 余 的 , 即 去 掉 这 k 个 方程 不 会 改变 方程 组 的 解 集 . 例如 ,在 线性 方程 组 
| Xl 十 zz 十 3zs=1, 
] ZI 一 4zz 一 2zs 一 3， 
2х\+1хз+11хз=0 
中 ,将 第 一 个 方程 的 (一 3) 倍 、 第 二 个 方程 都 加 到 第 三 个 方程 ,得 到 方程 0 二 0, 这 说 明 该 方程 
组 的 解 完 全 由 前 两 个 方程 确定 ,所 以 第 三 个 方程 可 以 去 掉 , 即 第 三 个 方程 是 多 余 的 . 
问题 2 给 定 有 限 个 平面 ,不 画图 能 否 确 定 这 些 平面 的 位 置 关 系 ? 
答 ПЕ. 例如 ,给 定 三 个 平面 方程 


m: Ба 238 2, 


т: Tı + 2z; + zs = 3, 
лз: — xi 2х: + 3zs = 1. 
为 了 考查 m 与 xz 的 位 置 关 系 , 只 需 将 它们 对 应 的 两 个 方程 联 立 成 线性 方程 组 
Xl 十 zz 一 zs = 2, 
Z1 十 2zz 十 zs 一 3， 
做 初等 变换 得 阶梯 方程 组 


2 十 Za 一 лз = 2, 


x: 2203 = 1, 

即 知 方程 组 有 无 穷 多 解 , 故 x 与 xs 相交 . 同 理 ra: 与 rs za 与 xs 都 相交 . 
将 т.л 和 xs 对 应 的 三 个 方程 联 立成 线性 方程 组 

хіт 立 2 一 23=2, 


Z1i 十 2zz 十 zs 一 3， 


— хї+2хә+3хз=1› 
通过 初等 变换 得 到 阶梯 方程 组 
ZI 十 zz 一 zs 一 2， 
Z2z 十 2zs 一 1， 
一 4z3s 一 0， 
方程 组 有 唯一 解 如 三 1,zs 王 1,zs 一 0, 即 三 个 平面 xm ,re 和 xs 交 于 点 (1,1,0). 
问题 3 线性 方程 组 为 何不 会 出 现 有 k(1 二 k 二 2) 个 解 的 情况 ? 
答 ”下面 以 mX3 线 性 方程 组 为 例 给 出 几何 解释 . 在 空间 直角 坐标 系 中 ,m 个 方程 组 对 
应 于 个 平面 x1,xz，… ,rm, 方 程 组 的 每 个 解 对 应 于 空间 中 一 个 点 .假如 该 方程 组 有 个 
解 ,k 宇 2, 则 空间 中 至 少 有 两 点 A ЖП B HEP mons onn 上 ,从 而 过 A,B 两 点 的 直线 L 
也 在 这 xm 个 平面 , 即 直 线 上 的 点 都 是 该 方程 组 的 解 ,此 与 方程 组 只 有 有 限 个 解 相 矛 盾 . 
问题 4 当 <<n 时 ,mXn 线 性 方程 组 的 解 会 出 现 什么 情况 ? 
E 经 过 有 限 次 初等 变换 可 以 将 m X n 线性 方程 组 化 成 阶梯 方程 组 ,如 果 阶 梯 方 程 组 
中 最 后 一 个 方程 是 “0 一 dd 天 0)”, 则 т Хп 线性 方程 组 无 解 ; 如 果 最 后 一 个 方程 含有 未 知 
量 , 则 线性 方程 组 有 解 , 此 时 阶梯 方程 组 中 方程 个 数 rm, 从 而 rr 二 n, 于 是 至 少 有 一 个 自由 
未 知 量 , 故 mX n 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 . 这 表明 т<п m Xn 线性 方程 组 不 会 有 唯一 解 . 
问题 5” 当 线 性 方程 组 有 无 穷 多 解 时 ,自由 未 知 量 可 以 任意 选取 吗 ? 
= 不 可 以 .例如 ,对 线性 方程 组 
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+ x: = 1, 


| тї 
lza Hart zs= 1, 


F +22 = 1, 
#3=— 1, 


这 个 2X3 阶梯 方程 组 有 1 个 自由 未 知 量 ,但 zs 不 能 选 作 自由 未 知 量 , 可 选 zi 或 zs 为 自由 
未 知 量 . 为 防止 选 错 ,可 选 阶梯 方程 组 中 每 个 方程 的 第 一 个 未 知 量 为 基本 未 知 量 ,余下 的 未 
知 量 就 是 自由 未 知 量 . 


CE 范例 精 讲 


题 型 1 非 齐 次 线性 方程 组 的 求解 
例 1 判断 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 解 . 
За zz 十 2zs 一 10， 
| 4х\+2хз— хз= 2, 
11215322 = 8, 


ЖОЙ ЖЕ 2O t 


解 ” 对 方程 组 做 初等 变换 ,得 


3zi— zz 十 2zs 一 10， З3Зх1— zz 十 2zs 一 10, 
| @—Ф@ 


4zi+2z:— хз= 2, @ | xırt3x: 3r; =— 8, 
11х1+3х» = 8, 一 闷 一 3zz 十 3zs 一 2, 
xit 3zz 一 37zs 一 一 8， 
Ф=® 
те. 10z;:+11z = 34, 
@+@ 0=— 6. 


因 第 三 个 方程 为 矛盾 方程 , 故 该 方程 组 无 解 . 
例 2 求 下 列 非 齐 次 方程 组 的 通 解 ; 
2zi 十 3zz 十 zs 一 4, 
3z/+8xz;,—2z;= 13, 


4zi— zz 十 9zs 一 一 6， 


一 2zz 十 473 一 一 5. 


解 ”对 方程 组 做 初等 变换 ,得 


2zi 十 3zz 十 zs 一 4, хі 222+ 4zs 一 一 5， 
3zi 十 8zz 一 2zs 一 13, 725— 77s 一 14, 
Ала zzt9zs——6, |  l4zr=l4z= 28, 

一 5 Фаз Фоа H, 


р 5; 1 +223=— 1, 
=т= у= 2, Xzs— Xs= 2. 


取 zs 为 自由 未 知 量 ,从 而 求 得 方程 组 的 通 解 
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[к 2al; 
e xs 十 2， хз 为 任意 数 . 
з= 23» 


+ 消 元 法 的 一 般 步 骤 是 : 

(a) 将 线性 方程 组 做 初等 变换 ,化 为 阶梯 方程 组 . 

(b) 如 果 出 现 矛 盾 方 程 , 则 原 方程 组 无 解 . 

(с) 当 线 性 方程 组 有 解 时 ,用 回 代 法 求 出 阶梯 方程 组 的 解 . 
题 型 2 ” 齐 次 线性 方程 组 的 求解 

例 3 求 下 列 齐 次 方程 组 的 通 解 : 


Zi 十 2zz 十 za 一 24=0, 


5zli 十 10zr? 十 zs 一 5z4 一 0， 


3zi 十 6zz 一 zs 一 3zt 一 0. 


解 ” 对 方程 组 做 初等 变换 ,得 
| хіі 2zz 十 zs 一 z(=0, | 3 一 Z4 一 0， 


57zli 十 10zz 十 zs 一 5z4 一 0, 一 一 4zs 一 0， 
Зал 6z? 一 zs 一 3z4 一 0， —4хз =0, 
[zi 222 一 Z4 一 0 
7 1 23 =0 
取 лола 为 自由 未 知 量 ,从 而 方程 组 的 通 解 为 
ZI 一 一 2zz 十 zi， 
Xs= 22, 


zavz4 为 任意 数 . 


t= 0, 
T= та, 
注 ” 齐 次 线性 方程 组 的 解 有 两 种 情况 : 一 是 只 有 零 解 , 即 有 唯一 解 ; 二 是 有 非 零 解 ,从 
而 有 无 穷 多 解 . 
题 型 3 含 参 线性 方程 组 的 解 的 讨论 


例 4 设 有 线性 方程 组 


mai zz 十 Rrs 一 4, 
aa = Ж» 
Zi 一 trt2r;=— 4. 
СТ) & 取 何 值 时 ,方程 组 无 解 ? 
(2) & 取 何 值 时 ,方程 组 有 唯一 解 ? 
(3) & 取 何 值 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 ?并 求 方程 组 的 通 解 . 
解 ” 对 方程 组 做 初等 变换 ,得 


zıt Xshrs= 4, 214+ 2:4 kz | = 4, 
| ZI 十 rz 十 z í = k’. - (ER 十 1)zzs 十 (ER 十 1)zs 一 局 十 4， 
жұ tyr; =— 4; — 2551-02 ya = — 8, 
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э Xz 十 kz = 4, 
l 2e Е 0) 8, 
| 10 Т В Cb 45. 


(1) 4 а= —1 时 ,方程 组 无 解 ; 
(2) 052—1 H kZ4 时 ,方程 组 有 唯一 解 .对 方程 组 继续 做 初等 变换 ,得 


# _  kê+2k 
Xl 十 zz 十 Ёхз= 4, 1 El ° 

2zz 十 (k— 2)23= 8, | n =P+2k+4 
1 k+l ” 

5 (#+1)(4— Ала 40), L 
ç k +1' 

因此 方程 组 的 唯一 解 为 
Ë 2k o 一刀 十 2 十 4 , 2k 
акт р a pp a k +T 


(3) 当 k 二 4 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 , 此 时 方程 组 化 为 
人 人 十 3zs 一 0， 


zz 十 zs 一 4， Xz 二 Xs 二 4， 


取 zs 为 自由 未 知 量 ,从 而 方程 组 的 通 解 为 


ZI 一 一 3zs， 
| 一 za +4, zs 为 任意 数 . 
T= дз. 
Ж 含 参 线性 方程 组 解 的 讨论 方法 归纳 如 下 : 
(а) 对 线性 方程 组 做 初等 变换 ,将 其 化 为 阶梯 方程 组 . 
(b) 根据 参数 的 不 同 取 值 ,讨论 方程 组 是 无 解 、 有 唯一 解 还 是 有 无 穷 多 解 . 
例 5 设 有 线性 方程 组 
Л drt tt trt = 
Za2z 十 27s 十 27z4 十 6zs 一 0， 
321412224 zs 十 Z4 一 3zs 一 0， 
5zl 十 4zz 十 3Zs 十 3z4 一 zs 一 2. 
问 当 a,6b 取 何 值 时 ,方程 组 有 解 ,并 求 方程 组 的 通 解 . 
解 ” 对 方程 组 做 初等 变换 ,得 


Xl 十 Xz 十 Xs 十 zi 十 zs=a, Ti 十 zz 十 za z+ z,= a, 
хе-Ҥ@хз+2х«+6х5 =b, хә+Ҥ2хз+Ҥ2х‹+6х5= b. 

Si- 十 Bo 十 ast zc Sas 0, 0=b— За, 
5zl 十 4zz 十 3zs 十 3z 一 25=2, 0= 1—a. 


q a=1 H b=3 hf, 8 14 695; £ f. 此 时 方程 组 等 价 于 
F аз хаф z; =1; f = ®у— ti Sts = 2, 


ж»+2@ху+2х‹-+6х5 =3, хж}{}2ху+2х,+6® = 1, 


同步 练习 3 


Ж zs ,ziyzs 为 自由 未 知 量 , 从 而 方程 组 的 通 解 为 


m= qst Zi 十 5zs 一 2， 
好 一 一 2zs 一 2 一 6zi 十 1， 
Z3s 一 T3, Zaza zs 为 任意 数 . 
n= 24, 
25 = 25, 
Ж 4X5 线 性 方程 组 不 会 有 唯一 解 , 参 见 本 章 疑 难 辨 析 中 问题 4. 
EMIA 


1. 填空 题 
Zi 十 zz 十 zs 一 0， 

(1) анлата зе зотон 
421 82 + 223= 4 


ал Базі zs 一 0， 
(2) жога) 的 通 解 中 含 自由 未 知 量 的 个 数 为 Р 
221—2. +323 =0 
х1+22:=0, 
(3) 设 方程 组 有 非 零 解 , 则 k= Ў 
221 Hkz: =0 
ал+ at 213=1, 
(4) 设 方程 组 1 >, + хз=2,'Ңа= 时 ,方程 组 无 解 . 


5zi 十 3zz 十 (a 十 8) zs 一 8， 
Zi 十 2zs 一 zs 十 3zi 一 À, 
(5) 车 方程 组 $x 十 zz 一 3zs 十 5zi 一 5.4 f, W a= 
х: 203—204 2А 

2. 已 知 平面 上 三 条 不 同 的 直线 方程 分 别 为 

li: zr— 2 = 0, lz: +23 = 4, lye — 3 = аз 

问 а 取 何 值 时 三 条 直线 交 于 一 点 ? 

3. 求 下 列 非 齐 次 方程 组 的 通 解 : 


ата Рау 4, без аа at =й» 
Зал F2zz—5zs= 11, 6х1 —92: 32: —3х2;=6, 
(1) (2) 
Дх, Tz 23 3, mi aiet х4, 
2214 224-323 1. 3zx-l-6ze—9z-+7z+ ==9. 


4. 求解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 
Зал 5а: 4 6z;— 474 一 0， 

ху2х;+ 4zs 一 Зх, =0, 
#21-52 — 223 十 3z 一 0， 
3х. +82, +-24z; —19z, =0. 


mi T2zx+ zs 2r 05 
(1) 4221 +322 一 @;=0y (2) 


一 


O= 线性 方程 组 


5. 讨论 当 a,b 取 何 值 时 , 齐 次 方程 组 


| axı+ хз+{хз=0, 


| ZI 十 prz 十 zs 一 0， 
Zl1 十 20rz 十 zs 一 0 
有 非 零 解 ?并 求 出 该 方程 组 的 所 有 解 . 

6. 讨论 当 a,b 取 何 值 时 , 非 齐 次 方程 组 


| 总 十 2 Ba 24 0. 


ж 2zs 十 2z4 一 1, 


| Z2 十 (3 —a)zs+2x4 b. 
3zi 十 2zz Ts 十 ar 一 一 1 
有 唯一 解 . 无 解 ,无 穷 多 解 ? 在 方程 组 有 解 时 , 求 出 该 方程 组 的 所 有 解 . 
Т. 在 光合 作用 下 ,植物 利用 太阳 光 的 辐射 能 量 把 二 氧化 碳 (CO*) 和 水 (HsO) 转 化 成 葡 
萄 糖 (Ces HaOs) 和 氧气 (DO ) ,其 化 学 反应 方程 式 为 
xı СО +x: Н.О —=+sC|, Н Os О, 
试 确定 ал оло олз 和 zi 将 方程 式 配 平 . 


лнн _ 


(A) 


4. 已 知 A(l, 一 5),B( 一 1,1) 和 CC2,7) 三 点 位 于 抛物 线 p(x) 二 ax? 十 bx 十 c 上 , 求 参 数 
as,b,c, 并 确定 抛物 线 方程 . 
解 将 A,B 和 C 三 点 的 坐标 分 别 代 入 抛物 线 表 达 式 ,得 到 如 下 关于 a,b,c 的 线性 方 
程 组 
a+ pc 一 一 5， 
a— b+c= 1, 
4a+2b+c= 7, 
解 方程 组 得 a=5,b=—3,c=—7. 从 而 抛物 线 方程 为 p(x) 二 57x? 一 3zx 一 7. 
5. 燃烧 丙烷 (Cs Hs ) 时 ,丙烷 与 氧气 (O: ) 发 生 反应 生成 二 氧化 碳 (CO:) 和 水 (H:O) ,其 
方程 式 为 


Cs Ha+ O; 一 ~CO: 十 HzO， 
请 配 平 上 述 方程 式 . 
解 ” 设 方程 式 中 CHs、Os、COs 和 Н.О 的 系数 分 别 为 zi ,zz,x3,T4, 因 为 方程 式 左右 
两 端 C、H.、O 的 原子 数 对 应 相等 ,所 以 有 


Злу = хз, 3 — 23 =i; 
fe = 2х,, В 8х\ —2х,=0, 
2х; = 2х: 十 Zay 2zz 一 2zs 一 2 一 0， 


用 消 元 法 求 得 通 解 
Ži k, ж bk, ж = 3Ë 2, 4， 上 为 任意 数 . 
取 & 一 1, 得 配 平 后 的 方程 式 С, H, +5O; =3CO; +4Н,О. 
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(B) 


6. 以 三 元 线性 方程 组 为 例 直 接 说 明 : 若 一 个 线性 方程 组 有 两 个 不 同 的 解 , 则 必 有 无 穷 
多 解 . 

解 ” 对 于 给 定 的 mX3 线性 方程 组 ,在 空间 直角 坐标 系 中 ,m 个 方程 组 对 应 于 m 个 平面 
172 9 5 om, 方程 组 的 每 个 解 对 应 于 空间 中 一 个 点 . 设 该 方程 组 有 两 个 解 , 即 空间 中 有 两 点 
A 和 B 均 在 平面 zi ,xz，…,xm 上 ,从 而 过 A,B 两 点 的 直线 也 在 这 wm 个 平面 上 ,于 是 该 方程 
组 有 无 穷 多 解 . 

7. 对 于 空间 中 任意 给 定 的 三 个 平面 ,讨论 它们 的 各 种 位 置 关 系 , 并 指出 它们 的 公共 点 
的 数量 . 

解 ”空间 中 平面 方程 为 一 个 三 元 线性 方程 ,这 三 个 平面 的 公共 点 与 三 个 线性 方程 构成 
的 方程 组 的 解 相 对 应 ,因此 有 下 面 的 结果 . 

(1) 方程 组 无 解 当 且 仅 当 三 平面 无 公共 交点 . 

此 时 ,或 三 个 平面 两 两 平行 ,或 其 中 两 个 平面 平行 而 第 三 个 平面 与 前 两 个 平面 相交 ,或 
三 个 平面 两 两 相交 但 无 公共 交点 . 

(2) 方程 组 有 唯一 解 当 且 仅 当 三 平面 仅 有 一 个 公共 交点 . 

此 时 ,三 个 平面 交 于 一 点 . 

(3) 方程 组 有 无 穷 多 解 当 且 仅 当 三 平面 有 无 穷 多 个 公共 交点 . 

此 时 ,或 三 平面 相交 于 一 条 公共 直线 ,或 三 个 平面 重合 . 

8. 试问 参数 上 取 什 么 值 时 ,线性 方程 组 

X1— z=+2z; =— 4, 
四 Z2 十 达 3 一 4, 


Ttra— Xs= —{* 
无 解 , 有 唯一 解 ,有 无 穷 多 解 ? 
解 ” 对 方程 组 做 初等 变换 ,得 

аі zz+ 2z; = — 4, 21 — 22 +2z = — 4, 

| zat їхз= r=] 2х;+(@—2)хз= 8, 

me —23=— 0, Q=) 一 3zs 一 4 一 刀 ， 
ж ži + 223 = — 4, 
- 222 + (2—2) х; = 8, 
(0—4) 0—0 + 1) хз =2104 — t). 


当 :一 4 时 ,对 原 线性 方程 组 做 初等 变换 ,得 


t 2 十 27s 4， e- 3 Tyo 
2 


х;+2х,= 8, 


故 方程 组 有 无 穷 多 解 . 
щ=—1 时 ,线性 方程 组 变 为 
si mach'a = — 4, 
| 27Xs—37xs = 8. 
0=— 10, 


人 线性 方程 组 


方程 组 中 出 现 矛盾 方程 , 故 方程 组 无 解 . 

综 上 , 当 =l 时 ,该 线性 方程 组 无 解 ; 当 1 一 4 时 ,该 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 ; 当 :天 4 
H /Z—1 时 ,该 方程 组 有 唯一 解 . 

9. 讨论 参数 取 何 值 时 ,使 得 线性 方程 组 


axıt za 十 zs=1, 
| Жї уа» 
dıt zatazs=a’ 
的 解 中 每 个 未 知 量 的 取 值 都 是 正 整 数 . 
解 ” 对 线性 方程 组 做 初等 变换 ,得 
atit zz 十 x= l, (1 一 a)xzs 十 (1 一 a2)zs 一 1 一 as， 
| ZI 十 arz 十 23= a.— (a —1)zz=+- (1—а)хз=а—а°*, 
214 zz 十 azs 一 02 ， =+ Xz 十 ахз= а", 
=+ 2+ ахз= а, 
> (а — 1)22 (а — Dm ala— 1), 


(a—1) (a +2)zs (а= yG + D. 


"4 a= —2 时 ,方程 组 无 解 . 
q а=1 时 ,方程 组 的 通 解 为 


T3 
此 时 线性 方程 组 的 解 中 每 个 未 知 量 的 取 值 不 可 能 同时 为 正 整数 ， 
4 aZ1 H “天 一 2 时 , 原 方程 组 可 化 为 


13. 


2 


хул ахз= а, 
Ti Яҙ — аз 
„2+1 
3 &-Е2 . 
经 过 回 代 ,得 到 方程 组 的 唯一 解 
ж ВУ 
а+2 
= at 
„= G+ 1° 
Б atè ` 
若 解 中 每 个 未 知 量 的 取 值 均 为 正 整数 , 必 有 a 十 1<0 B а+2>0,Ш—2<а< —1. X 5 


па 07 为 正 整数 可 知 e 十 1 为 整数 , 即 a 为 整数 ,矛盾 ! 故此 时 亦 无 法 保证 线性 方程 组 的 


解 向 量 中 每 个 未 知 量 的 取 值 均 为 正 整数 . 
综 上 所 述 ,无 论 参 数 a 取 何 值 , 均 不 能 使 得 方程 组 的 解 中 每 个 未 知 量 的 取 值 都 是 正 
整数 . 
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10. 某 种 减肥 食品 由 脱脂 牛奶 ,大 豆 粉 . 乳 清和 离 析 大 豆 蛋 白 四 种 食物 混合 而 成 . 这 些 
食物 中 每 100g 含 蛋 和 白质、 碳水 化 合 物 、 脂 肪 三 种 营养 成 分 的 量 ( 单 位 : g) 以 及 减肥 食品 所 提 
供 的 营养 (单位 : g) 如 表 1. 1 所 示 . 

(1) 该 减肥 食品 需要 这 四 种 食物 各 多 少 ? 

(2) 用 脱脂 牛奶 ,大 豆 粉 . 乳 清 能 配制 该 减肥 食品 吗 ? 

(3) 用 脱脂 牛奶 、 乳 清 、 离 析 大 豆 蛋 白 能 配制 该 减肥 食品 吗 ? 


表 1.1 每 100g 食 物 中 营养 含量 及 减肥 食品 所 需 的 营养 总 量 


脱脂 牛奶 大 豆 粉 乳 清 离 析 大 豆 蛋 白 所 需 营 养 总 量 
蛋白 质 36 51 13 80 33 
碳水 化 合 物 52 34 74 0 45 
脂肪 0 7 Al 3.4 8 


# 〈1) 设 该 减肥 食品 需要 脱脂 牛奶 ,大 豆 粉 . 乳 清和 离 析 大 豆 蛋 白 各 titrs 个 
单位 . 依 题 意 有 


52х1+34х»+ 74zs 一 45， 


[иш 13zs+ 80х,=33, 
7zaz 十 1. 1zs 十 3. 4z = 3, 


用 消 元 法 解 得 通 解 
wi =— 0, 6591814 0.17626, 
т» =— 0. 275523k + 0. 349721, 2 
站 一 0.58984 十 0.323567， 上 为 任意 数 ， 
zx4 = 0.376435k+ 0. 0576562, 


因此 , 取 定 & 的 一 个 值 , 即 可 得 所 需 四 种 食物 的 量 . 
Ж ”该 减肥 食品 的 原料 配 比 不 唯一 ; Titt 的 取 值 应 为 正 数 ， 
(2) 由 (1) 知 


52zi 十 34zz 十 74zs 一 45， 


| lzxs+ 13zs 一 33， 
7z-+1.1z;= 3, 


解 得 
zı = 0.277223, 
үш = 0.391921, 
хз = 0.233231. 
因此 ,用 脱脂 牛奶 .大豆 粉 . 乳 清 配 制 该 减肥 食品 是 可 行 的 . 
(3) 由 (1) 知 


Sart 7423 =45, 


fian 13z;+ 80=,=33, 
1. lr; +3. 4z4 一 3, 


Ф 第 1 章 线性 方程 组 


xı =— 0.660438, 
| = 1.0722, 
xı = 0. 535465, 
ху 取 值 为 负数 ,不 符合 题 意 . ТЕ. S ЕЛ ‚ЖЛ „А Wr À 2 # A A ИТЕЛЕ r nn. 
11. 如 图 1. 1 所 示 的 交通 流量 图 ,其 中 ai .аг аза. 0.02.03. 为 参数 ,ziyzayzsyza 
为 未 知 量 . 试 建立 交通 流量 的 线性 方程 组 ; 请 问 八 个 参数 取 何 值 时 方程 组 有 解 ? 求 出 方程 
组 的 解 . 


图 1.1 交通 流量 图 


解 由 于 A,B,C,D 四 点 的 流出 ` 流 入 量 应 保持 平衡 , 故 


ZI 二 al 一 Z2 十 01， 


2 十 az 一 3 十 02 ， 


zta; =x +b, 


zirta =zi+b.; 


即 
21—219 = 一 Qi 二 bh, 
23—23 = 一 qs 十 by， 
Xs—X4=— аз + bs, 
— +z —=—a +b; 
对 方程 组 做 初等 变换 ,得 阶梯 方程 组 
一 一 一 4 +b, 
22—23 一 一 4 +b, 
хз—ха,=-— аз + bs, 


4 4 
0= Dö: = Fidis 
i=1 i=1 


因此 参数 满足 Dyb: = Уа 时 方程 组 有 解 . 此 时 方程 组 的 通 解 为 


xı = Ё+а,-— bis 
хз = Ё— аз — аз +b: + 8з, 
хз = Ё—а;-+Ь;, 


24 = Ё, 


为 任意 数 . 


12. 求 图 1. 2 所 示 的 电路 中 各 支 路 电流 . 


1 ву 
— 
40 | 
h 2Q 


图 1.2 电路 网 络 


解 ” 对 节点 a,b,c,d MJH Kirchhoff 电流 定律 ,得 


L = 1+1, 

h+ = 1, 

L+ I = 15, 

I = L + I. 

对 上 、 中 、 下 三 个 回路 应 用 Kirchhoff 电压 定律 ,得 

41, +21. = 8. 

21. +41; = 0, 

415 + 51; = 10. 


联 立 上 述 7 个 方程 ,得 到 7X6 线性 方程 组 , 解 得 


习题 选 解 © 


L = 2А, І, = 0А, 1ӊ=1 2А, 


I; 


ОА, І, = 2А, 


其 中 I 二 1 二 一 2A 表示 Is 和 的 实际 方向 与 图 1. 2 中 所 示 的 方向 相反 . 


LOZ 


ск 


1. 理解 矩阵 的 概念 ,知道 矩阵 的 实际 背景 ,了 解 特殊 矩阵 的 定义 和 性 质 . 

2. 理解 矩阵 的 加 法 , 数 乘 、 乘 法 、 转 置 、 逆 、 分 块 及 其 运算 规律 ,知道 两 组 变量 之 间 的 线 
性 映射 和 线性 变换 . 

З. 理解 矩阵 的 初等 变换 和 初等 矩阵 的 概念 及 性 质 ,掌握 用 初等 变换 化 矩阵 为 阶梯 和 矩 
阵 、 最 简 阶梯 矩阵 和 等 价 标准 形 的 方法 . 

4. 理解 矩阵 等 价 和 和 矩 阵 秩 的 概念 及 性 质 . 

5. 6 PE HM ИЕ В А 2636 R gt #k PE Jy FE HE oR Hi E HY PR RI Hi ИЕ r 18. 

6. 了 解 分 块 矩阵 的 概念 及 运算 规律 ,知道 分 块 初等 变换 和 分 块 初等 矩阵 的 概念 和 
人 性质. 

Т, 理解 用 秩 给 出 的 线性 方程 组 解 的 判别 准则 . 

8. 了 解 和 矩阵 方程 解 的 判别 准则 ,会 求解 矩阵 方程 . 


一 、 和 矩阵 的 概念 


一 个 mXn ЖЕ А = Га ЕЗЕШ тп Ж аз (11.2, 566, тј 1.2.5, п) ЙН) m fT 
n $J 00 0. а КА WG jT. 

тХп KERRE E ЕВ СС") ,用 FE" “表示 及 ” "或 者 C”””. 

行 数 等 于 列 数 的 矩阵 称 为 方 阵 . 

行 数 相等 、 列 数 也 对 应 相等 的 两 个 矩阵 称 为 同型 矩阵 . 

对 应 元 相等 的 两 个 同型 矩阵 称 为 相等 矩阵 . 


=. НЖЖ 


1. 行 矩 阵 ( 或 行 向 量 ) : 只 有 一 行 的 矩阵 . 
2. 列 矩 阵 ( 或 列 向 量 ): 只 有 一 列 的 矩阵 . 
3. 零 矩 阵 0: 元 全 为 零 的 矩阵 . 


内 容 综述 © 


4. 基本 矩阵 Ej: Ci,7) 元 为 1、 其余 元 全 为 零 的 矩阵 . 
5. 对 角 和 矩阵 : 主 对 角 线 以 外 的 元 都 是 零 的 方 阵 . 

6. 数量 矩阵 : 主 对 角 元 相等 的 对 角 和 矩阵 . 

т. Фу ЖЕ: 主 对 角 元 都 是 1 的 对 角 和 矩阵 . 

8. F fm Mi BE; 主 对 角 线 下 方 的 元 都 为 零 的 方 阵 . 
9. БЕЖЕ: 主 对 角 线 上 方 的 元 都 为 零 的 方 阵 . 
10. 对 称 和 矩阵 : А =А. 

П. 反对 称 和 矩阵 : А7 = —А. 

12. [ЕА 5 В 可 交换 : АВ=ВА. 


三 、 和 矩阵 的 运算 


1. 矩阵 的 加 减法 : 设 А=[а»1„х„,В= 05 Јах И A+B=[a; +b, ]mxn. 
Ж 只 有 同型 矩阵 才能 进行 加 法 和 减法 运算 . 
运算 规律 ; 

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+CO), А +0 = А, A+ (А) = 0. 
注 在 矩阵 加 法 中 , 零 矩 阵 有 类 似 数 的 加 法 中 数 0 的 作用 . 
2. 矩阵 的 数 乘 : 设 А=[а»|„х„,ЁЄЕ,И АА = [кау jmnxn. 
和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 统称 为 矩阵 的 线性 运算 . 
运算 规律 : 

lA=A, kA) = (kl)A, k(A+B)=kA+kB, (k+DA = РА +1A. 
3. 矩阵 的 乘法 : 18 А = [а nx B=[b; <, W AB= [cj х. 


су = Daiby, i= 1,2, s,m; j = 1,2,+эп. 
k=1 


Ë X 4 32 — 48 4 B 65 $] ЖЕ + Ж ЛЕ 05 47 Ж. 88 ДУ $E ГЕЛ ВЕЛЕ Ж; 3 00 
乘法 不 满足 交换 律 . 
运算 规律 ， 
(АВ)С = A(BC), k(AB) = (kA)B = A(kB), 
A(B+C) = АВ+АС. (B+C)D = BD + CD, 
А.» = E, A wu = А: Еғ РА = (hE )Aws = As. ChB,). 
注 EERE P , 3: 5 2E B 4 3 40 3k R P 165458. 
BE A 能 与 所 及 ТАЕП] 2846 ПУ) ЖЖ КИЕ A 为 n ИГ Н. 
4. 从 变量 25 z z, 到 变量 y1 ,yz，… ya 的 线性 映射 是 指 有 关系 式 


э ап ав о аһ Tı 
КА ап аз ** аһ 22 
Ут Am è Am see Amn Tn 


当 т=п 时 , 称 为 从 变量 zz ez, 到 变量 yi syes y, 的 线性 变换 . 
从 变量 zi z "z, 到 yi1;y2，… ,ym 的 线性 映射 与 mr X n Е — ЛУ, EB E BJ Е 1 
对 应 于 线性 映射 的 复合 . 


Оглы 和 矩阵 


5. ERRE: 设 A= [а xnk EF ‚| А°=Е„,А!=А,А*'!=А*А. 
6. n ЕА 的 多 项 式 是 指 矩阵 
JA) = an А" + ami A" + + аА + аЕ. 

п WEA 的 任意 两 个 多 项 式 /(A) 与 g(4) 是 可 交换 的 . 

Т. 矩阵 的 转 置 : 设 A 二 [as mxn ДИРЕ AT 的 (i, 门 元 为 aii (i 二 1,2,…,m; j=1, 
2,541). 

运算 规律 ; 

I = А, AFD = АТ A, RAT = РАТ, (АВ) = BAR, 

8. 和 矩阵 的 着: 设 4 为 n 阶 和 矩阵 , 若 存在 MER В.Н АВ= ВА = Е.К A A пу 
的 , 称 B 为 A ЙЕН А уй. 2 A KIRDE ER FETE ШК A 为 不 可 逆 矩 阵 . 

E PYE KG ИЕЛ: 

(Al = А; (ВА) = Таз Os САВ) = ВАГ, GA = сд у", 


Ж wA Oe DRES ДБА БАТА Е, 


四 、 分 块 矩阵 的 运算 


1. 矩阵 分 块 的 三 种 常用 方法 : 

(1) 按 和 矩阵 的 特点 分 块 ; 

(2) 按 列 分 块 ; 

(3) 按 行 分 块 . 

2. 分 块 矩 阵 的 运算 : 只 需 将 分 块 矩阵 的 子 块 看 做 是 元 , 则 分 块 矩 阵 的 运算 与 普通 矩阵 
的 运算 相同 ,而 且 有 相同 的 运算 规律 . 

СТ) 分 块 矩阵 的 加 减法 : 设 分 块 矩 阵 A= ГА, Joe B= CB; 1. 其 中 4 与 也 为 同型 矩 
[&(1=1,2,+,5;)=1,2, +++), A+B=[A; +В]. 

(2) 分 块 矩 阵 的 数 乘 : 设 分 块 矩 阵 А=[А„ Joxi k 是 常数 , 则 kA 二 [kAs jsx. 

(3) 分 块 矩阵 的 乘法 : 设 分 块 矩阵 А=[А„]„,.,В=[В„ 1. Н An ,Ais，…,Ai 的 列 数 依 
次 等 于 By ,Bs ,… ,By 的 行 数 , 则 AB 二 [Cjj;x; ,其 中 


б, = PAB i= Les sa = 1,2,9, 
k=1 


(4) 分 块 矩 阵 的 转 置 : 设 分 块 矩阵 А = ГА, |, AT=[ Aj]. 
(5) 分 块 对 角 和 矩阵 的 寡 : 

(diag(4 ;Az ,… ,A,))2 = diag (A$ A$ ---.,А5). 
(6) REER 
ЛЯ Ж БЕЙ 

(diag(Aı ,4 ,4,)) = diag(AT' ,Az!' ,……,Ar'), 
Э А, (71,2, --- 5) Б) A E BE. 

Ла Ен 


P "= д” 0 ] P “Ге 87 
CBR! 1-весат ва Lag mj Lo в” ў 


内 容 综述 Q 


其 中 A,B уН. 
E. EERIE ERS HS E Е 


1. 初等 行 (或 列 ) 变 换 

(1) 对 调 行 (或 列 ) 变 换 norn СВ cec): 对 调 第 i 行 (或 列 ) 与 第 j 行 (或 列 ); 

(2) 倍 乘 行 (或 列 ) 变 换 kri( 或 kci): AR RA 乘 第 i 行 (或 列 ); 

СЗ) 倍加 行 (或 列 ) 变 换 ri 十 krj( 或 ci 十 kcj): 将 第 j 行 (或 列 ) 的 & 信 加 到 第 i 行 (或 列 ). 

初等 行 变换 和 初等 列 变换 统称 为 初等 变换 . 

矩阵 的 初等 变换 都 是 可 逆 的 , 且 其 逆 变 换 也 是 同一 种 类 的 初等 变换 ， 

2. 阶梯 矩阵 和 最 简 阶梯 和 矩阵 

阶梯 矩阵 是 满足 下 面 两 个 条 件 的 矩阵 : 

(1) 零 行 (元 全 为 零 的 行 ) 位 于 所 有 非 零 行 ( 含 非 零 元 的 行 ) 的 下 方 ; 

(2) 各 非 零 行 中 第 一 个 非 零 元 的 列 标 随 着 行 标的 增 大 而 严格 增 大 . 

最 简 阶 梯 和 矩阵 是 具有 如 下 特点 的 阶梯 矩阵 : 

(1) 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 为 1; 

(2) 第 一 个 非 零 元 所 在 列 的 其 余 元 全 为 零 . 

有 限 次 初等 行 变换 可 以 把 矩阵 化 为 阶梯 矩阵 或 者 最 简 阶 梯 矩 阵 . 

З. 矩阵 的 等 价 标准 形 

RER A 的 等 价 标准 形 为 | e 
0; 104% 

任何 矩阵 总 可 以 经 过 有 限 次 初等 变换 化 为 等 价 标准 形 . 

4. 矩阵 的 等 价 

如 果 A 可 经 有 限 次 初等 变换 化 为 B, 则 称 4 等 价 于 B, 记 为 ASB. 

和 矩阵 的 等 价 关 系 具 有 反 身 性 对称 性 和 传递 性 . 

Ў А,В HJH m Хп HEE, W ASB 当 且 仅 当 存在 m ft n] Ha g: P 和 nn J n] u Hi E Q ,使 

得 PAQ=B. 

5. 初等 矩阵 

初等 矩阵 是 由 单位 矩阵 进行 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 . 

三 种 初等 变换 对 应 着 三 种 初等 矩阵 PCG, j) ,PCi(k)) 和 P(i,j(k)). 

(1) 初等 矩阵 的 转 置 矩 阵 仍 然 是 初等 矩阵 , 且 

РӘТ = PG,j), POC)? = PCOi(k)), P(i,j(k))T = PG ,i(k)). 
(2) 初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ,它们 的 逆 和 矩阵 仍 为 同一 种 类 的 初等 矩阵 , 即 


РФ Л = PG.j). PGR) = P(i[+)): PGG = Р(ї.у(—)). 


(3) 对 和 矩阵 Amen HEIT К ВРАТ CRAD ААА 4 J EE m 阶 初等 矩阵 左 乘 
CÈ n BAFER Е А. 

6. SEZ упра НЕ 

(1) ЯА п АИА 可 以 只 经 过 有 限 次 初等 行 变换 或 者 只 经 过 有 限 次 初等 列 变 
换 化 为 单位 矩阵 . 


у= ЖЕ 


(2) 矩阵 4 可逆 当 且 仅 当 4 可 以 表示 成 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 . 

7. 分 块 初等 变换 与 分 块 初等 矩阵 

(1) 分 块 初等 变换 是 指 将 分 块 矩阵 的 块 视 为 元 所 进行 的 “初等 变换 ” 

(2) 分 块 初等 矩阵 总 是 可 道 矩 阵 . 

(3) 若 分 块 矩阵 4 经 过 有 限 次 分 块 初等 变换 化 为 分 块 矩 阵 耻 , 则 ASB. 

(4) 对 分 块 矩阵 4 施行 某 种 初等 行 ( 或 列 ) 变 换 , 相 当 于 用 相应 的 分 块 初 等 矩阵 左 (或 
HORHE А. 


7. Ж ЁН} 


ЖА 的 等 价 标准 形 中 1 的 个 数 称 为 4 的 秩 , 记 为 rank A. 

ЎА ут Хп ЖЕ. Ñ гапк A=m Н.К А 17 Е; Ч rank A=n Н.К А 291] 
满 秩 矩阵 ; 行 满 秩 的 方 阵 称 为 满 秩 和 矩阵 . W8 Ek Hi ИЕ 3 RE п Йй ДЕ | , AS n] уй Jr ЕК ЕК 
ЖЯ. 

СТ) 任何 矩阵 都 有 唯一 的 等 价 标准 形 . 

(2) 初等 变换 不 改变 矩阵 的 等 价 标准 形 ,从 而 不 改变 矩阵 的 秩 . 

(3) 同型 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 是 有 相同 的 等 价 标准 形 , 即 有 相同 的 秩 . 

(4) n WERA 可 逆 的 充 要 条 件 是 rank А=л. 

(5) 矩阵 A 经 过 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 或 最 简 阶梯 矩阵 妃 后 ,B 中 非 零 行 的 数目 就 
是 rank А. 

(6) ËA H mXn Ж.Р H m Е.О 为 n Jt n] š EB Е. W 

rank(PA) = rank(AQ) = rank(PAQ) = rank A. 
(7) # n MERE A,B WE AB— E.J A 和 B Е ВНЕ, Н A=B. 


七 、 线 性 方程 组 解 的 判别 准则 


1. 对 于 元 线性 方程 组 Ax 二 b, 有 : 

(1) Ax=b 无 解 的 充 要 条 件 是 rank А<гапК[А b]; 

(2) Ах=Ь 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 rank A 二 rank[A Ь]=п; 

G) Ax=b 有 无 穷 多 解 的 充 要 条 件 是 rank A 二 rank[A Ь]<л. 

2. nn 元 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 rank A—n. 
з. 和 矩阵 方程 AX=B 有 人 解 的 充 要 条 件 是 rank A 二 rank[A B]. 


СЕТ 


> 


问题 1 УЕН 7 它们 的 运算 有 什么 异同 ? 

答 ”和 矩阵 是 由 若干 行 若干 列 数组 成 的 矩形 数 表 , 它 表示 一 批 有 内 在 联系 的 数 .或 者 说 矩 
阵 是 数 的 推广 . 一 阶 和 矩阵 可 以 视 作 数 ,一 般 不 能 将 数 当 做 一 阶 和 矩阵 . 

和 矩阵 的 运算 是 对 数 进行 “ 批 处 理 ”. 和 矩阵 的 加 法 、 数 乘 \ 求 逆 与 数 的 加 法 、 乘 法 、 求 逆 是 类 
似 的 ,不 同 的 是 矩阵 的 乘法 . 

矩阵 与 两 组 变量 之 间 的 线性 映射 一 一 对 应 ,矩阵 的 乘法 与 线性 映射 的 复合 一 一 对 应 , 矩 


疑难 辨析 O 


阵 的 乘法 不 满足 交换 律 源 于 映射 的 复合 不 满足 交换 律 . E E X Fh A BJ E РЕЗЕРВЕ Г А 
阵 的 一 片 广阔 的 新 天 地 . 
问题 2 为 什么 双重 有 限 求 和 符号 可 以 交换 次 序 ? 
答 ”在 线性 代数 的 许多 证 明 过 程 中 ,经 常会 用 到 双重 有 限 求 和 符号 交换 次 序 , 即 
2; Уза = > Ха. 
下 面 来 证 明 这 个 等 式 . 上 式 中 тп 个 数 az (11.2.5 ,m3j 二 1,2,… ,nn) 可 以 排 成 一 个 mXn 
和 矩阵 


an а ах, 

аз а а» 
А = к 

Am è Am2? ”dm 


要 证 明 的 等 式 的 左 端 是 先 将 A 的 第 i 行 的 n 个 数 加 起 来 得 S; = >а ‚ PEK m AIT AS F Z 


Sis Sas S, 相 加 而 成 的 ; 等 式 的 右 端 是 先 将 4 的 第 7 列 的 m 个 数 加 起 来 得 Ti = Dass 
再 将 7 个 列 的 和 数 T, Taso Ta 相 加 而 成 的 , 即 等 式 的 左右 两 端 都 是 mn 个 数 之 和 ,所 以 
等 式 成 立 . 

问题 3 MENFE AHB 不 是 可 交换 的 ,是 否 有 (4B)* 一 A*B*? 

答 不 一 定 .例如 


| 1 0 0 1 
ова _\|в=[ „н лв ва саву ав", 


1 0 í i 
ова, в |] ABZBA. Н (ABD: B, 


问题 4 HEARN A ERIRE 

E MRT AT ERIRE AREKE ATB 还 是 BA 

问题 5 怎样 理解 公式 (BA) !=A B? 这 里 A.B E n nl y B B. 

答 “ 一 个 方 阵 对 应 于 一 个 线性 变换 ,那么 送 矩 阵 就 对 应 于 该 线性 变换 的 逆 变 换 . 如 果 用 
矩阵 4 表示 穿 袜子 .B 表示 穿 鞋子 , 则 4-:! 表 示 脱 袜子 .B 一 表示 脱 鞋 子 . 穿 的 时 候 是 先 穿 袜 
子 后 穿 鞋 子 , 即 B4.“ 脱 是“* 穿 ”的 道 映 射 , 即 CB4A)-:; 脱 的 时 候 应 当先 脱 鞋子 后 脱 袜子 , 即 
A'B XR T (BA) =A B~. 

问题 6 怎样 理解 矩阵 的 分 块 运算 ? 

£ “矩阵 的 分 块 不 是 一 种 新 的 运算 ,只 是 将 大 矩阵 分 割 成 许多 子 块 ,把 子 块 当 作 和 矩阵 的 
元 来 处 理 , 有 可 能 使 得 矩阵 的 结构 更 清晰 ,运算 更 简单. 

矩阵 的 分 块 是 理解 有 关 概 念 和 证 明 某 些 结论 的 重要 手段 . 

将 矩阵 随意 分 块 不 会 给 计算 带 来 方便 . 只 有 选择 合适 的 分 块 方法 ,使 得 一 些 子 块 成 为 便 
于 计算 的 特殊 矩阵 ,如 零 矩 阵 、 单 位 矩阵 .对 角 和 矩阵 或 三 角 和 矩阵 等 . 才 有 可 能 简化 计算 . 

分 块 矩阵 的 运算 是 矩阵 运算 的 “并行 处 理 ”, 分 块 矩阵 的 运算 规律 与 矩阵 完全 相同 . 


&@ ж 


问题 7 和 矩阵 的 三 种 初等 变换 是 否 独立 ? 

答 ”和 否 . 因 为 对 调 行 变换 可 用 三 次 倍加 行 变 换 和 一 次 倍 乘 行 变 换 来 实现 :一 六 等 同 于 
кут nar tnat lire 

问题 8 ”只 用 倍加 行 变换 能 否 将 任何 方 阵 都 化 为 三 角 和 矩阵 ? 

= ПЕ. 用 倍加 行 变换 可 将 MEE A 二 [asj 的 (i,1) 元 化 为 零 ,i 三 2, 分 三 种 情况 讨论 : 


(1) 车 an 去 0, 则 做 倍加 变换 一 可 将 (i, 了 ) 元 化 为 零 ,i 汪 2; 


(2) 若 aa 一 0, 但 某 个 oa 天 0, 则 做 倍加 变换 ni 十 ri, 使 得 (1 ,1) 元 非 零 , 即 情况 0); 

(3) 若 第 一 列 元 全 为 零 , 则 4 已 符合 要 求 . 

类 似 地 ,可 将 A 的 (i,2) 元 化 为 零 ,i 宇 3. 如 此 继续 下 去 ,只 用 倍加 行 变换 就 可 将 А 化 为 
上 三 角 和 矩阵 . 

同 理 , 只 用 倍加 行 变 换 也 可 将 4 化 为 下 三 角 行列 式 . 

问题 9 两 个 同 阶 的 可 逆 矩 阵 是 否 等 价 ? 

答 ”因为 同型 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 秩 相等 ,而 两 个 同 阶 的 可 逆 矩 阵 是 同型 的 
且 秩 相等 ,所 以 它们 等 价 . 

但 是 ,两 个 同 阶 的 不 可 道 矩 阵 不 一 定 等 价 , 因 为 它们 虽然 同型 但 秩 不 一 定 相等 . 

问题 10 若 4, 思 是 同型 矩阵 , 且 方 程 组 Ах=0 与 Bx=0 同 解 ,是 否 有 A 实 B? 反之 , 若 
ASB, JEHA Ах=0 与 Вх=0 是 否 同 解 ? 

答 若 4, 思 是 同型 矩阵 , 且 方 程 组 Ах=0 与 Bx=0 同 解 , 则 rank А=гапК В, № mi ASB. 

反 过 来 就 不 一 定 成 立 ,例如 矩阵 

1 0 0 1 
a= М о B= k ч 
则 rank A=rank B=1 , йй ASB. IH: Jy EH Ax=0 与 Вх=0 的 通 解 分 别 为 
PJs] seex, 
因此 两 个 方程 组 不 同 解 . 

问题 11 ”为 什么 要 引入 初等 矩阵 ? 

答 ” 如 果 对 和 矩阵 A 做 初等 变换 得 到 和 矩阵 了 ,那么 4 与 也 等 价 , 但 不 一 定 相等 . 为 了 得 到 
EBE A,B 之 间 更 为 精确 的 等 式 关 系 , 人 们 引入 了 初等 矩阵 . 例如 ,对 和 矩阵 A 做 倍 乘 行 变换 
kri 得 到 和 矩阵 中, 则 有 等 式 PORDASB; 对 和 矩阵 A 做 倍加 列 变 换 ci 十 kc; 得 到 矩阵 下, 则 有 
等 式 APG .,i(k))= В. 这 也 表明 借助 初等 矩阵 可 以 用 矩阵 乘法 来 刻画 初等 变换 . 

问题 12 如 何 求 初等 矩阵 的 逆 和 矩阵 ? 

答 ”利用 初等 变换 与 对 应 的 初等 矩阵 关系 定理 ,可 以 方便 地 求 出 初等 矩阵 的 逆 和 矩阵 ， 

对 调 变换 rer 的 逆 变 换 是 一方 ,它们 对 应 的 初等 矩阵 都 是 PCG. j) ,因此 ,对 单位 矩 
阵 五 做 两 次 对 调 变换 ror E 不 会 发 生变 化 ,于 是 PG. j PG .j)E= Е. ВЯ P(i,j) = 
P(i,)). 


信 乘 变换 hr; 的 首 变 换 是 也 ri, 它们 对 应 的 初等 矩阵 分 别 是 PGCk)) 和 (i (元)), 因 


此 ,对 单位 矩阵 厂 依 次 做 倍 乘 变换 kr; 和 二 ri 不 会 发 生变 化 ,于 是 (i( 诸 ))P(iCk))E= 


E, 即 知 рс =P [; (+) ). 
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倍加 变换 ri 十 kr; [Йй ЛЕ{й E ri — krj. T] XF ВОЈ % # ЕВЕ P (;.j CR)) 和 
PGJ CO) IN k SERERE E ШИК ШЖ r: + Ër; Mri kr E ЖФ RERE., F 
是 PG,j( 一 A))PCGi, CA)E=E, 即 知 РСЕ, СБ) =P, СЮ). 

问题 13 甜 阵 方程 与 线性 方程 组 有 什么 联系 ? 

答 ”和 矩 阵 方程 是 线性 方程 组 的 推广 ,是 有 限 个 具有 相同 系数 矩阵 的 线性 方程 组 放 在 一 
起 所 形成 的 因此 矩阵 方程 解 的 判别 准则 、 求 解 方法 以 及 应 用 均 与 线性 方程 组 相 类 似 ， 

问题 14 如 何 理解 分 块 初等 变换 ? 

答 分 块 对 调 行 变换 是 有 限 次 对 调 行 变 换 的 复合 ; 分 块 倍 乘 行 变换 、 分 块 倍加 行 变换 
则 是 有 限 次 倍 乘 行 变换 或 倍加 行 变换 的 复合 ,因此 ,分 抉 初等 变换 是 初等 变换 的 “并 行 
处 理 ” 

同样 ,分 块 对 调和 矩阵 是 有 限 个 对 调和 矩阵 的 乘积 ,分 块 倍 乘 矩 阵 、 分 块 倍加 矩阵 是 有 限 个 
们 乘 矩 阵 或 倍加 矩阵 的 乘积 . 

分 块 初等 变换 一 般 不 是 初等 变换 ,分 块 初等 矩阵 一 般 不 是 初等 矩阵 ， 

问题 15 “分 块 倍 乘 行 变换 和 分 块 倍加 行 变换 中 ,对 左 乘 的 矩阵 各 有 什么 要 求 ? 
® ДОБР, armi 4 的 第 一 行 全 部 于 块 ,要 求 P， 的 阶 数 等 于 Au 0 
行 数 , 且 P, Enak bB g. 前 者 是 为 了 Pi 能 够 左 乘 , 后 者 是 为 了 保证 分 块 倍 乘 行 变换 可 首 . 


An Arz 
HE p, ЖЖ | ñ | 的 第 一 行 全 部 子 抉 加 到 第 二 行 , 要 求 Pa 0448 


于 A 的 行 数 、 其 列 数 等 于 Au 的 行 数 ,从 而 使 分 块 倍加 变换 能 够 进行 . 分 块 倍加 变换 显然 是 
пуз ЕН 

问题 16 如何 理 解 矩 阵 秩 的 概念 及 其 应 用 ? 

答 ”任何 矩阵 都 可 以 经 过 有 限 次 初等 行 变换 化 成 阶梯 矩阵 或 者 最 简 阶 梯 和 矩阵 ,总 可 以 
经 过 有 限 次 初等 变换 化 为 等 价 标准 形 , 且 等 价 标准 形 是 唯一 的 ,等 价 标准 形 中 1 的 个 数 定义 
为 矩阵 的 秩 . 

和 矩阵 的 秩 是 矩阵 在 初等 变换 中 的 一 个 不 变量 , 即 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 因此 只 需 做 
初等 行 变 换 将 矩阵 化 成 阶梯 矩阵 ,阶梯 矩阵 中 非 零 行 的 数目 就 是 其 等 价 标准 形 中 1 的 个 数 ， 
BD HE PE HY FK. 

和 矩阵 的 秩 在 线性 代数 中 的 作用 非 同一 般 ,归纳 如 下 : 

A) 判断 两 个 矩阵 是 否 等 价 ; 

(2) 判断 一 个 矩阵 是 否 可 道 ; 

(3) 判断 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 非 零 解 ; 

(4) 判断 非 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 解 ; 

(5) 判断 矩阵 方程 是 否 有 解 . 


ИН 
221. ЖИИ 
题 型 1 矩阵 的 运算 规律 及 应 用 


例 1 下 列 结论 中 不 正确 的 是 [ ] 
(А) 设 A 为 n WERE, ДСА Е) (A+ E) =A° —E; 


О 第 2 章 ЖЕ 


(В) 设 4,B 均 为 2X1 和 矩阵 , 则 47B 一 BT 
(C) А.В ул ЖЕ. НЕ 4B 一 
(D) А,В EJ n MER, НЕ АВ= 


А; 
О.ДА -В)=А4°? + B; 
BA, 则 АВ =В?А?. 


解 (А) НАЕ) (А Е) =А? АЕ 


(В) 因为 4,B 均 为 nX1 ЖЕ. HTL АТВ 
B"A, 故 结论 正确 . 
(C) 由 AB=0 一 般 推 不 出 BA 二 0, 因 此 


EA 一 E’ 一 A’ 一 E, 故 结论 正确 . 
ABTA 均 为 一 阶 和 矩阵 ,从 而 А В=(А'В) = 


(А +B)’ = А? -АВ + BA + B° Z А? + B°, 
故 结论 不 正确 . 
(D) 由 AB==BA, 有 
AB” = (АВ)В? = (ВА)В? = В(АВ)В = B' (AB) = В°А, 
AB = А'САВ?У = BM = АЖ САВА = += = A 
故 结论 正确 . 
因此 应 选 (C). 


1 
Ж 当 AB=0 时 ,BAz0, 例 如 A 一 | _| 


12 0 —4 =$ 
=l 2 1 
例 2 设 矩阵 4 一 | @ J|: 3 si 2 1 навое 
3 8 一 4 L g 2 
CA. 
=й 2 1 L% ` 4 12 —8 
AB= 18 — -| |" 
8 [ Ü 一 | 5 13 —6 
3 8 一 4 
12 0 4 0 0 0 
BE= |1 3 = 2 4 = 0 0 |, 
за —4 1 2 0 0 
一 上 一 8 
= 21 9 18 
АС= 2 4 |= ， 
0 一 1 2 0 0 
1 2 
1; sg 4 0 一 20 
—1 2 1 
СА = 2 4 [ 上 = = Q "| 
0 —1 2 
1 2 = 0 5 


注 EF OE FF| F Жї ЖЖ. 


(1) АВУ2ВА,& 2 AA АВ 有 意义 时 ,BA 未 必 也 有 意义 ; 


即使 AB 与 BA 都 有 意义 , 它 


们 也 未 必 同 型 ; 即使 AB 5 ВА 都 有 意义 且 同 型 ,也 未 必 相 等 . 


(2) AB=0 不 一 定 能 推出 А=0 或 B=0; 


ЖА ATXE, Д) B=0. 


(3) CA=CB 不 一 定 能 推出 4 一 B; ж Стій ЖЕ, Д] A=B. 
(4) 4 一 已 不 一 定 能 推出 4 一 巨 或 4 一 一 巨 . 


(5) 4 天 0 Н BÆ0 时 ,4B 一 0 可 能 成 立 . 
例 3 


RAAB п WER ,.A =A,B’=B,(A+B) =А +В, Е АВ= ВА =0. 


范例 精 讲 9 
证 由 题 设 知 


А? +В? = А +В = (А +В)? = А? АВ + BA + B°, 


从 而 
AB +BA 一 0 a) 
对 (1) 式 分 别 用 4 左 乘 与 右 乘 , 并 注意 到 A’ 二 A4, 得 
AB+ABA =0, АВА 十 B4 = 0. 
两 式 相 减 ,有 
4B 一 B4 = 0 (2) 
由 (1) 式 和 (2) 式 得 


题 型 2 ERRIA 
1 一 1 —1 —11 

жай | 
ИЕ йд _ у , 求 44. 
—1 —1 —1 1) 


解 ” 易 知 
1—1 一 1 —11 r40 0 0 
—1 1 一 1 一 04 0 0 
А? = = = 48 = 2E, 
—1 —1 1 一 бо 4 0 
—1 —1 —1 1 00 о 4 


X k=2m hF ,At=(A2)"”=2>”E=2E; 
X k=2m+1 BJ ,At=A2>t1=(A2)"A=2”A=2F1A. 
Ж )Jaghik 2 K EB AR 0 —4P 3k K 2 k. 


ab abs … ab, 


азр azb: . ab, 
例 5 ажда | r" ЖАР, 
anbi anb? … a,b, 
f іса (Cajas. а, B= bast b) M] А=@ В. 


ч 


а\ 
i š 
Ва = (| |= Dabi 
і i=l 
La, 


A 一 (ep i = CH DICH --- еВ) 
=a" (pa') (pa'™)-…(pa') В 
= (Pa™)™ ав = (Siap ya, 
Ж (1) 3 rank A—1 BF, T 1 ЕУ ЖЖБА Ж; 
(2) + А=а В її .Ва =tr A. P trA3A 的 主 对 角 元 之 和 . 


£ 第 2 章 жЕ 


2 0 0 
例 6 ашА=|—3 2 0 |, 求 A*. 
ii g 
解 S A=B+2E. M] 
ооо 0 0 0 
B= |—3 0 0|, B= оо oj; B'= B' = = = 0, 
4 1 0 一 3 0 0 


从 而 


k 
А*= (B+ 2E} = У)С{В'(2Е)*! 


i=0 


= С?В°(2Е)* + CiB'(2E)™' + C;B* (2E) 


= пе +. 2 B+ . керг 
à 2 
2* 0 0 
= 一 2 0 


k(19— 3k) • 2—3 &.2*1 2 
注 HEAR A= ВТЕ. Ф В'=0(/ 为 某 一 个 正 整数 ) ,然后 用 二 项 式 定理 求 
ЖЕЖ A. 


3 
3 1 
例 7 ЕЯА= 3 Ж Aš, 
g =i 
—9 3 
3 1 Е 
解 记 B=| 3 1 c-[_， |] -再 令 B=3E+J, 则 
0 1 б 0 1 
f= 0 » j = о, f=J=*…=0, 
0 0 
从 而 
P= GET J) = 3*Е-+-б • 3.7 С « 355°, 
Я. 
с= |, |8.-0. б 66. =. = 
所 以 
BB Cae Ср» 
gi Gb | 8k 
в” 0 
А* [ Е 3% 
юг с 


3. 6—1 = ga 
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题 型 3 TERRAE ERNA 


2 f = п от 
例 8 ЖА= |3 一 2 0,B= 0 2 Oj: 
0 0 2 0 0 O 


(1) 证 明和 矩阵 A 十 2E 可逆 ; 
(2) 求 (4 十 2E) 1(A? 十 5A 十 6E); 
(3) Ж А(Е—АТ'ВТ) ТАТ -А(Е+2В(А Т!) Т)АТ, 


ж d) 因为 
4 1 一 1 1 0 0 
A+2E= |3 0 о> |o 1 一 1|， 
о 0 4 0 0 4 
则 rank(A 十 2E)= 二 3, 所 以 A 十 2E пуй, 
(2) 由 于 A? 十 54 十 6E 二 (4 十 2E) (A 十 3E) ,因此 
5 1 一 1 
(А +2E)™ (A? +5A + 6E) = A+ 3E # 1 ol. 
Lo o 5 


(3) 由 矩阵 运算 的 规律 得 
АСЕ — A` BT) "AT — АСЕ + 2B(A™)"T)AT 
А[(Е – А'В")" — (E + 2В(А7')7) ЈА" 
= А[— B(A™)" — 2В(А7') ЈА" = — ЗАВ(АТ) A = — ЗАВ 


2 I ==. Q H 一 看 —6 —6 
=—3|3 —2 0|lo 2 0|=|—9 12 一 9|. 
o о 2000 о о о 
019 Е D=A7 BCB +E)" — [С ТАЈ. 
1 о 0 
И" 12 0 2 8 
А = 2 >» В= |2 1 0|, C= |4 5 6 |, 
0 0 1 00 1 8 10 
RIE D. 
# ”因为 
р= АВ"(СВ + E)" — [(C™"A]" 
= A`” [(CB + Е)В]" — АС?) 1] 
АТ (C+ В)" – АС" = АВ", 
Ш 


&@ ж 


所 以 
1 0 12 0 120 
B= АВ = 00 Z Q ТЕБЕ 
0 0 0 0 1 00 84 
0 10 6 я 18 
110 BER A j =3 з |B 1 1 0 |. 求 : 
— 0 8 —1 21 
GB"; 
(2) B''AB; 
03.4, 
# D 利用 初等 行 变换 法 求 B ,得 
го gargo 1—1 0 01 0 
[B Е] = I-i ooi oj] e йа í ü 0 
[—1 2 1 0 0 1 —1 2 1 001 
[1—1 0 0 1 0 1—1 0 0 1 0 
一 ~ |0 WET) 110 1 Í 
фо 117% 11 0 4з 1—2 0 
па 10 5 1 100 1 —4 一 3 
— |01 10 1 1——|01 0 1 —5 3, 
Lo 0 —1 1 —6 —4 0 0 1 —1 6 4 
因此 
1 一 4 一 3 
| ЕЕ 
—1 6 4 
Ë =й = 0 10 6 о 8 20 0 
(2) ВАВ L = =8 1 =$ :| 1—1 0 010 
—- 6 041—2 W 811—1 ë 1 00 2 
2 о о 20 Q 
(3) Н ВАВ= |0 1 0 |, А=В| о 1 о |В, 从 而 
0 0 Š 00 2 
2 о б 2 ач 5 б 1 一 4 一 3 
A=B |o Í 小 -| ， —1 0||0 1 0 1 一 5 一 3 
00 2 2 1310 0 uii 6 4 
—2*+2 5.281 10 3. 291—6 
а! 2245 —3. 204-3 
= 91-9 5.29810 7,2—6 


+ “本题 给 出 了 求 矩 阵 震 的 一 种 新 方法 : 35 BT ABSA > yr Е.А = BA'B '. 
第 5 章 范 例 精 讲 中 题 型 7 会 详细 介绍 这 种 方法 . 


0 1 1 = 1 
1 0 1 = 1 
例 11 已 知 n(m 宇 2) 阶 矩阵 A 二 | 1 1 0 … 1|, 求 4” 
1 1 1 = 0 
解 ” 因 为 
j 1 1 1 
1 1 1 
А +Е = А „ |= |. ае 
й 1 1 1 


ДСА +-Е) =n(A+E) Ш А? (2 —)А = (п 1E, A 
l ГА + (2 — )Е]А = Е, 
п — 1 


则 
2—n 1 1 = 1] 
1 2—n 1 1 
ЕТЕ 1 ы 
104+ 0 — 0Е] = | 1 1 2-я 1 
1 1 1 = 2—n 


注 本题 的 方法 比较 巧妙 ,只 对 特殊 和 矩阵 有 效 . 


1 一 1 0 0 @1 Š 4 
0 1 —1 0 0213 

012 设 B= ,C= HEREA 满足 关系 式 A(E 一 
0 0 1 —1 002 1 阵 入 满足 关系 
о о о 1 000 3 


С :В)7С"—Е,% А. 
解 ” 因 为 


(E—CB)'CT= [C(E— СВ) ]" = (C— В)", 
АСС В) = Е, ТИ А=0С— В) ]7'. X 


100 O 
210 0 
(C— В)" = š 
3210 
250 1 
10 0 0 10 0 0 1000 1 6 @ ü 
6 1 0 % 0 1 0 Ú 0100 — 1 @ Q 
[CC 一 B)7 Е]= 一 
5 2 1 6 0 0 1% 6 š 1 Ú =% 0 1 Ü 
4 š b 1 0 0 @ 1 03 2 1 —4 0 0 1 
1000 1 ооо 1000 1 о оо 
о100 —2 100 0100—27 1 üð 
0010 1-210 Sy Le r2 10" 
0021 2 301 0001 0 1—21 


o= 矩阵 


从 而 
i о оо 
—2 1 0 0 
А = [CC 一 功 ? = 
1 一 2 1 0 


0 1 —2 1 
$ ATREA 是 数值 的 , 则 一 般 通 过 对 矩阵 [A 互 ] 做 初等 行 变换 求人 ; 若 可 逆 
矩阵 4 是 抽象 的 , 则 首先 想到 按 定义 4 有 一 已 或 BA 一 已 求 4 一 !. 
例 13 iA ул MER, H. А*=2Е.В=А*—2А-Е.ЙЕН B Ti% 6 В '. 
证 方法 1 H A2=2E,n|f8(A—E)(A+E)=E,ñk A—E п, Н. 
(А – Е) = A +E. 
МН B=4°—2A+E=(A—E)’, 1 В пу. R. 
B = [(А – Е) | = [(А — E) F = (А E)? = A? +2A + E = 2A + ЗЕ. 
方法 2 НА? =2Е,Я(3Е— 2А) (ЗЕ+2А) =Е, H 
В = А? — 2А +E = ЗЕ — 2А, 
Д В! = (3Е— 2А) '=2A+3E. 
14 А, H m Н Е.А, J n И Е.А, у т Ха Ж [#.,А;, H nXm iE 


Ау А, 
ЕЕЕ А k [ҮЗ 


K Ж 
% 采用 待定 系数 法 . 设 有 敌阵 X 一 | \ x 


À, Áz FX; Xç E, 0 
Ax [А Ай; la х, ]- [ 0 E, ] 
根据 分 块 矩 阵 的 乘法 ,得 矩阵 方程 组 
A HAK = E 
ре +A,X, = 0, 
А.Х, + A; X, = 0, 
A. X, А.Х, = Е,, 
因 А, 可 道 , 故 由 第 二 个 矩阵 方程 得 X, = ATA Xi. (Q АЯ —1 E Er Ë 43 
(A, — AsAz7 As) X, = En, 
МЇ А. —ААг'Аз 和 X, п, R. 
X, = (А, AO As 


FE 

X; =— АГА; (А -AAT A. 
EI. h Ж АУА E: Jy E Н+ 

X, = (А«—АзАз!А:) 1 

X, =— АГА, (A, — AsAr!'A.) 1, 


所 以 和 矩阵 4 可 递 , 且 
(A, — А:Аг'Аз)' Bras йез АЙ 


А [ 
ATA Ap Аз rAr AD 


范例 精 讲 O 


Ж (1) 在 例 14 中 分 别 取 А,=0.А,=0.{1#] 2 3k = f 4E E 65 iZ Б E 
m “Г Е ia ped 
о Al Lo дг : 


m T [ Ат! °] 
Аз Af! L ataq AP 


(2) K 2 bk E КЕ 6338 E E Е RAER K УЗ МЖ. 
题 型 4 矩阵 秩 的 计算 与 应 用 


Ë =@ а —16 
2—30 1 
例 15 SKEE A= той, =н 的 秩 的 最 大 值 和 最 小 值 ,其 中 a,b 是 参数 . 
3 b 1 —2 
解 ” 对 和 矩阵 4 做 初等 行 变换 ,得 
3 —0 ш 18 L =j L =й ї =i L = 
2—30 1 0-1 =й + 0 -1 —2 7 
s= i i 91 la ga = o logie ð ol 
з ë 1 = Ó 1 ий 29 0 Ü së ü 


a=5 R = —4 时 ,rank A 的 最 小 值 为 2; aZ5 Н 0 天 一 4 时 ,rank A 的 最 大 值 为 4. 
E 求 矩 阵 秩 的 一 般 方法 是 对 算 阵 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 答 阵 , 由 阶梯 给 阵 的 非 零 行 
Ж ЖЖ Ж 00. 


a b b 

b a … b 
#116 HE лп) ЕА |. .| 的 秩 . 

b b = а 


解 ” 对 A 先 做 初等 行 变换 7 一 ri(i 二 2,3,…,n) ,再 做 初等 列 变换 oi 十 cz 十 … 十 c,, 得 上 
三 角 矩 阵 
at— Dý ® ee b 
a—b ... 0 


а= ò 
由 于 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 因 此 
(1) 4aZb 且 a 关 一 (x 一 1)b 时 ,rank A=n; 
(2) 4 a=b=0 时 ,rank A=0; 
(3) 当 a=b 关 0 时 ,rank A=1; 
(4) 当 a=—(n—1)bÆ0 时 ,rank А=л—1. 
注 在 求 矩 阵 秩 的 过 程 中 初等 行 变 换 和 初等 列 变换 可 以 同时 使 用 . 


1 | Ж =l 
例 17 设 A=|3|(1, 一 1,0),B= 2 а 1” rank(AB 十 B) 二 2, 求 a. 
2 一 2 3/2 


усе 矩阵 


f DA AB+B=(A+E)B, Н. 


1 -1 9 10 0 2: — 1 W 
3 —3 0 |+ |0 1 0 |= 3. —2 0 |. 
2 =2 0 0 0 1 2 == 1 


用 初等 行 变换 将 A 十 E 化 为 阶梯 矩阵 : 

2—1 0 1 — 07 
8 =й Jar % Pla 
2—2 1 0 от 


故 тапк(А- Е) =3. BE) 4 十 已 为 可 逆 和 矩阵 ,从 而 rank B=rank((A+E)B)=2. 
用 初等 行 变 换 将 矩阵 B 化 为 阶梯 矩阵 ,得 


А+Е= 


А+Е= 


ia =] 12 一 ! 
=| Za || 7 2 
—1 2 3 0 0 6— 


因此 当 6 一 分 一 0, 即 a=12 时 ,rank(4AB 十 B) 一 2. 


题 型 5 线性 方程 组 的 矩阵 解法 

2х\+ zz 十 zs— ZL 一 0， 
27zi 十 2zz 十 zs 十 2z 一 0， 
rt 二 十 2 一 z(=0. 
解 ”对 方程 组 的 系数 矩阵 做 初等 变换 ,得 


例 18 求解 齐 次 线性 方程 组 


4 
і =1 toU ->g 
А= |221 2? | [010 3 
1 1 2 —1 = & 
е 0 1 3 
原 方 程 组 等 价 于 
т = к 
1 ы 
22 一 一 3zi， 
ые 5 
з ga 
令 ла =3k(k 为 任意 数 ) ,得 方程 组 的 通 解 
Tı 4 
25 = 
=k 
23 4 


Xa 3 


范例 精 讲 Q 
注 ” 消 元 法 解 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 步骤 如 下 : 


(a) HARAR ”对 方程 组 的 系数 给 阵 做 初等 行 变换 ,使 其 化 为 最 简 阶 梯 和 矩阵 . 
(b 求解 ”把 最 简 阶 梯 和 矩阵 还 原 为 同 解 线性 方程 组 , 写 出 通 解 . 
例 19 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 
Зх1— zz+2zxs=10, i at ше ls 
o] 4xzı+2rz— zs 一 2, (2) 
11zi 十 3zz = 8, 
# (1) 对 增 广 矩 阵 做 初等 变换 化 为 阶梯 矩阵 : 
- —1 2 10 1 g -3 —8 
4 É =i 2 | 一 |0 一 10 1] “| 
i & б 8 о о о —6 
因此 rank А=2<3 =гапк[А b], У ЖЭ. 
(2) 对 增 广 陈 做 初等 行 变 换 化 为 最 简 阶 梯 和 矩阵 : 


B8zi—3zs+ zs—3z¿e= 4, 


zi H-4zs—3zs+5z|(|= —2, 


[А b]= 


Š 
2 1-1 1 1 не s = 
[A b]= |3 —3 1 —3 4 == 6 4 @ ó O |, 
1 4—3 5 一 2 vor- 1 
5 
从 而 原 方程 组 等 价 于 
21 == 
о 
т? =0, 
тз——-——ла=1 
Ф x 二 5k, 得 方程 组 的 通 解 为 
an 2 1 
22 0 0 
=Ë + k 为 任意 数 . 
Xs 9 1 
24 5 0 


注 “ 消 元 法 解 非 齐 次 线性 方程 组 的 具体 步骤 如 下 : 

(а) 消 元 和 有 解 判断 ”对 方程 组 的 增 广 矩 阵 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 ,如 果 阶 梯 姑 
阵 的 最 后 一 个 非 零 行 中 只 有 未 尾 那个 元 不 为 零 , 则 方程 组 无 解 ,否则 方程 组 有 解 ， 

(b) 回 代 ”车 方程 组 有 解 , 则 将 阶梯 短 阵 经 过 初等 行 变换 化 成 最 简 阶梯 给 阵 . 

(с) 求解 ”把 最 简 阶 梯 和 矩阵 还 原 为 同 解 线 性 方程 组 , 写 出 通 解 . 

例 20 设 @ 一 (1,2,1)7,p 一 (1, 汪 ,0) ,7 一 (0.0,8)" ,A 一 ep",b 一 p"e MHE 


20A’ x = A'x+b'x +y. 


О 第 2 章 жЕ 


# ”因为 4 一 ep .0 一 Bre 一 2. 所 以 
20°A’x = 2b (ep )(ep ')x = 2'(aB )x. 
A'x = (фа Ах = 2° (В) х. 


于 是 原 方程 可 化 为 
2 (ep Dr 一 2ep x 12° у, 
即 
2 (ep 一 2E)x 一 7. 
x 
1 
1 a бы 
ap 一 0) 2 1 0 
1 1 
1 ж 
从 而 原 方程 可 化 为 


对 该 方程 组 的 增 广 矩阵 进行 初等 行 变换 ,得 


= 4 0 0 
| 16 —8 0 |- 
8 


8 4 —16 


因此 ,方程 组 等 价 于 


故 所 求 方程 组 的 通 解 为 


Ж “对 于 矩阵 运算 与 方程 组 求解 相 结合 的 题 型 ,一般 是 先 化 简 和 矩阵 形式 ,后 代 值 求解 线 
性 方程 组 . 
но 含 参 线性 方程 组 的 解 的 讨论 


1 š 1 1 
:b=|d 
2 


12 а 
1 4 Q 

穷 多 解 的 充 要 条 件 是 [ 1 

(А) a€Q0,d€ Q; (В) а60,4Є0; 


0121 ЖҒА EREA 0 三 11,2) , 则 线性 方程 组 Arx=b 有 无 


范例 精 讲 9 


(С) aEN,d ERN; (D) aEN.dEN. 
й ”因为 
,L 1 1 L 1 4 1 1 
[А а 2 а ДЫ 1 “= 1 d=] | 
f 4 а Q Ө 10: Са— 16а — 99 (4—62 —9) 


由 已 知 条 件 知 гапкА =гапк[А b]<3,#K а=1 sË a=2, Н а= 1 9 а =2. 102000). 
122 设 有 线性 方程 组 


Zi 十 zz 一 2zs 十 3zi 一 0, 


2zi+ zz 一 6zs 十 4z4 一 一 1， 
3zi 十 2zz 十 azs 十 7z4 一 一 1， 
ді Xs—6xs— а= b. 
(1) "4 a,b 取 何 值 时 ,方程 组 无 解 ? 
(2) 当 а,Ь 取 何 值 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 ? 并 求 方程 组 的 通 解 . 
解 ” 对 增 广 矩阵 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 : 


1 1-2 з 07 Li =й 2 Ü 
ë Í| 4 01 2 2 1 
з 2 | 
站 三 下 =è -i a 00007 ë йб 8 


4 052 —2 时 ,方程 组 无 解 . 
当 b 二 一 2,a 二 一 8 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 , 此 时 原 方程 组 等 价 于 
шы =0, 


хә+2хз+2х‹=1› 
回 代 得 
[а= 423— Z4 一 1 ， 
和 2zxs 一 2z 十 1 
£ zx; 二 k,x4 二 7, 得 方程 组 的 通 解 为 


| za 4 ы? =f 
22 —2 — 2 1 
w sý i +1 б = 6 |" k,l 为 任意 数 . 
24 0 1 0 
4 b= — 2,4752 —8 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 , 此 时 原 方程 组 等 价 于 
rtir 2zs: 十 3z 一 0， 一 1 
Xz 十 2хз+Ҥ2х,=1. 即 22 =— 224 +1, 
(а +8) 23 =0, g =Q 
Ф zx 二 k, 得 方程 组 的 通 解 为 
21 =1 ==] 
22 = 1 
и =E aF] ml? k 为 任意 数 . 


Жж 1 0 


&> 矩阵 


4 1 1 
И 23 БА= Ó 4—1 0 | 二 = 
f 1 A 


a 
1 
1 


,已 知 方程 组 Ах=Ь 存在 两 个 不 同 的 解 . 求 : 


(1) Asa; 
(2) 方程 组 Ах=Ь 的 通 解 . 
解 (1) 已 知 方程 组 Ах=Ь 存在 两 个 不 同 的 解 , 则 rank А=гапК[А 4b] 二 3. 对 [A b] 


进行 初等 行 变换 : 
& 1 J ë 1 1 А 1 
024—1 Ü 上 0©л=—=1 0 1 | 


t 1 #1 о © i=” @—=й+-1 
当 X 关 土 1 时 ,rank А =гапк(А bj]==3, 不 合 题 意 . 
У А=1 时 ,rank A<rank[A b], B St. 


当 ) 王 一 1 时 ,有 
1 1—1 1 
[А r —2 0 1 | 


0 0 0 а+2 
由 rank А=гапК А 4 二 3, 得 a 2, 因 此 l,a Йй, 
(2) H+ 


[А b] = 


村 

їй 1 =% 19 2 
[А n= fo = o 1 |= 3 |, 

о о о0о) 2 

0 


因此 Ax— b 的 通 解 为 


2 
2 
中 _ 工 |， 为 任意 数 . 
2 
0 


$ 方程 组 Ax 二 b 存在 两 个 不 同 的 解 , 则 必 存 在 无 穷 多 个 解 , 从 几何 上 说 ,两 个 平面 相 
交 于 两 点 , 则 必 相 交 于 两 点 确定 的 直线 . 

题 型 7 ЖЕЖ 
234 
04 5 
0 0 6 

# Mh АХ=А*-+Х—Е,Ң АХ—Х=А*—Е, 

(A—E)X = (A—E)(A + E). 
容易 求 得 rank(4 一 E) 二 3, 所 以 A 一 E пр, Н. 


例 24 设 和 矩阵 A= , 解 矩 阵 方程 AX 二 A? 十 XX 一 E. 


©з 
w 
心 


Х = (А Е) (4 一 五 KA 十 五 ) =А+Е= |0 


© 
© «л 
“ 


#125 已 知 4,B 为 三 阶 和 矩阵 , 且 满 足 24 'В=В—4Е. 
(1) 证 明 A 一 2E 可逆, 并 求 (4 一 2E) !; 


1 一 2 0 
(2) #B=|1 2 0|, 求 矩阵 4. 
о g 


# (1) 因 2A B=B—4E, tk B—2A !В=4Е,ЇШ(А—2Е)А 'B= 二 4E, 所 以 A 一 2E 可 
0, H. 
1 


(A— 2E)“ = ТАВ. 
(2) 由 于 24-'B==B 一 4E, 因 此 A(B—4E)=2B. 使 用 初等 列 变换 ,得 
一 3 —2 0 i о о 
1—2 0 о 1 0 
B—4E 0 0 —2 Ó о 1 
[s J- 2—4 O |o 2 o 
2 4 Ü =] =] Ë 
0 0 4 0 0 一 2 
于 是 
о 2 о 
А = 2B(B— 4E)” 1 1 Øl 
о о 一 
10 0 01 1 
例 26 已 知 4=|1 1 0 |,в= |10 1|,Н 
Í 1 110 
АХА + ВХВ = АХВ + ВХА -А(А — В). 
ЖА X. 
解 ” 将 题 中 的 矩阵 方程 变形 为 
(A—B)X(A—B) = A(A— B). 
容易 算得 rank(4 一 B) 一 3 , 故 A 一 B п), (А – B)X= A. 
使 用 初等 行 变 换 , 得 
1—1 —1 1 0 0 10048 2 
[A-B А]=|0 1 —1 1 1 0|> |0 1 0 2 2 1l, 
6 б # i 11 üi iTi 


4 3 
Х =(‹(А—В)!А= |2 2 1 
11 


&@ 矩阵 


Ж П) KERA 可 逆 时 , 解 矩 阵 方程 4X 一 甩 的 方法 是 : 对 增 广 和 矩阵 [4 到] 做 一 系列 初 
FITER, ARRE BRRR Y EBE h i X— A 'B. 


А 
(2) 3 EBE A 可 逆 时 , 解 矩 阵 方程 YA =В 的 方法 是 : meeli -anaga 变换 ， 


AREH, BRER TY EEA Za УВА. 
1 0 0 
0 2 0 
161 
# ”将 题 中 的 矩阵 方程 变形 为 
(А – Е)Х = А*—Е. 
因为 rank(A— E) =2, А—Е А пй, Br ВЕН ЕЖУ ОКИ. 
为 此 令 Х= [х x: xs]),A?2—E=[b b bsj, 得 到 三 个 方程 组 
(A— Ex=b, i=1,2,3, 
用 初等 行 变换 法 求解 三 个 方程 组 : 


例 27 设 A= , 解 矩阵 方程 AX 十 E 二 A 十 X. 


0 0 ó 0 о O 10 Q 2 @ Ü 
[А—Е s=- o 100 3 |- F 1003 h; 
16 0 2 0 ооо о о 0 


18 
则 
2 0 0 
x = H х = H хз = (| a,b,c 为 任意 数 ， 
а b É 
ka 
20 0 
Х=[ху xe %]= [ 3 0|, a,b,c 为 任意 数 . 
ab с 


$ MEJ AX= B 的 步骤 如 下 : 

(a) ХЭР ЕА ”B] 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 [A Bi], 若 rank Ai 王 rank[A! В], 
M| E ESRA t G N) E EY A Z Й. 

(b) EESHA ЖИ ЕГА, B ] 做 初等 行 变换 化 成 最 简 阶 梯 和 矩阵 [A B]. 

(0c) 设 Bs 一 [BP В. … pj], 求 出 线性 方程 组 Asx; 一 ;的 通 解 (j 一 1,2,…，,s), 从 而 得 
到 原 和 矩阵 方程 的 通 解 . 


例 28 设 4=| “|,s=|， s [F anb 为 何 值 时 ,存在 算 阵 C, 使 得 AC 一 CA 一 B? 
D 
并 求 所 有 的 矩阵 С. 
[ &с=[" HE 
T3 


Ta 
—z:+azrs —arxi + zs + aza 
a-a = | k 


аа y — 2% 22 — ах3 


H АССА = В 得 四 元 线性 方程 组 


对 其 系数 矩阵 做 初等 行 变换 ,得 


б =] @ б бу m ёт =% 1 

— 1 1 0 0: 1 0 1 —а 0 0 
i 031—9 3 6 ù ü Itel 
ü їв aü oo à ó à 


а= —1.0=0 时 ,上 述 四 元 线性 方程 组 有 解 , 即 存在 C, 使 AC 一 C4 王 了 , 且 该 方程 组 的 通 解 为 


A 1 1 1 ei Tas +1 
Xz —] А oj |0 — са 
C1 T cz T 
хз 1 0 0 cl 
24 0. 1 0 сг 
HB R M: KEJ 
十 1 =i 
C= j | | ClsC2 为 任意 数 . 
с\ с 
а =] 
例 29 设 和 矩阵 A=| 2 a 1 „ја 为 何 值 时 ,矩阵 方程 


2 2 
| 1 а 
= 1 a ш = 
4X 一 了 无 解 , 有 唯一 解 或 无 穷 多 解 ? 在 有 解 时 ,求解 此 方程 . 
解 ” 对 和 矩阵 方程 的 增 广 矩阵 做 初等 行 变 换 , 得 
| <q == 2 2 
0 @t2 3 — 3 | 


f =1 =1 2 2 
2 a 1 1 a 

0 0 2—0 =e+i 0 

(1) 4 a#—2 В a1 时 ,矩阵 方程 有 唯一 解 , 且 


[А В]= 


一 > 


=A 1 а —а—1 É 


£ =1 ® 1 2 
0 а+2 0 0 а—4 
0 0 | —] 0 


ГА B]- 


ЖА РЕ НОНЕ — ft ы X= а—4 |. 


(2) а= —2 时 


| =f = 2 2 k =i [m= 2 2 
[A а 0 з —3 |- [ 0 3 —3 中 


0 0 —3 3 0 


Олы 矩阵 


则 rankA 二 2,rank[A 了 8] 王 3, 和 矩阵 方程 无 解 . 
(3) Ҹа=1 时 


П = 2 2 10 O 1 1 
ГА m- fo 3 з —3 -l 1 1 = | 
0 0 


0 
о о о о о 0 о о 
则 和 矩阵 方程 的 通 解 为 
3 
X= |—kı—1 e~h; ,kz 为 任意 数 . 
kı kz 


题 型 8 ”初等 矩阵 与 初等 变换 的 应 用 

例 30 ЖА ул KARERE K A НЯ л 列 加 到 第 i 2049203616 В. 

(1) 证 明 B пуу; 

(2) 分 析 B 与 人 ЖА; 

(3) R B ''A. 

解 (1) HBUDE HI.B—=AP(j.,i(1)). I A УЖЕ РС. i)a jO. k B n] im. 
(2) 由 (1) 知 B !=P(j.i(1)) !AC1=P0(j,i(—1))A ,即将 A 的 第 i 行 的 (一 1) 售 加 


到 第 7 行 得 到 矩阵 也. 
(3) B''A=P(j,i(—1))A !A=P(j,i(—1)). 


10 0491 Š 37г0 o 172 
例 31 计算 |1 1 0 бов ота. 

001 т8 9211100 
解 由 初等 矩阵 的 性 质 知 

1 ora ЛГӨ Юю 17) 

1-1 QO КО 

0 0 1 тв 911100 


1 2 3 1 2 3 
4 十 1X99 5 十 2X99 saxa- 103 203 w 

7 8 9 7 8 9 

Ж 记 例 31 РЕЖА, £ ГРОС) "ЖАЖА 的 第 一 行 加 到 第 二 行 
99 Ж; 5ЖЕ&[Р(1.3)]'°°Жк# A 的 第 一 列 与 第 三 列 交换 100 Ж. 


1 0 1 10 1 
例 32 已 知 4 一 4 1 3 |,В= [ 1 1 
n An 0 0 0 0 


(1) 问 是 否 存 在 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 РА=В? 若 不 存在 说 明理 由 , 若 存在 , 求 P; 

(2) 求 满足 ХА=В 的 所 有 三 阶 和 矩阵 

解 (1) 因为 可 逆 矩 阵 己 可 以 分 解 成 若干 个 初等 矩阵 的 乘积 , 忆 左 乘 4 相当 于 对 A 做 
有 限 次 初等 行 变 换 , 所 以 是 否 存在 可 逆 和 矩阵 王 使 得 PA = B 的 问题 等 价 于 A 能 否 经 过 有 限 


次 初等 行 变换 化 为 矩阵 B. 
H TREERE 已 ,只 需 对 矩阵 [4 Ej] 做 初等 行 变换 .将 A 化 为 B 的 同时 ,E 就 化 成 


—2 2 1 
(2) 将 矩阵 方程 ХА = В ZEH ATX =B" ,再 对 增 广 和 矩阵 做 初等 行 变换 ,得 
14-61 оо 10 21-40 

Са" w= fo i =e o tohea =e o io 
13 —4 1 —1 0 оо оо оо 


解 得 


х = 


— 224-1 
2а ， хә = 


а 


一 20 一 4 一 人 5 
20 十 1 | хз = | 2с | a,b,c 为 任意 数 ， 


b c 
于 是 "==[xi x; хз]. 

= 2204-1 2а а 
—26:—4 25-1 b 
— 2e 2с c 
Ж (1) 如 果 B 比 较 复杂 , 则 对 [A El#k4n3F4r RRK A 化 为 如 会 很 困难 . 
(2) 本 题 给 出 了 解 矩 阵 方程 XA 一 及 的 另 一 个 方法 . 


Х = a,b,c 为 任意 数 . 


1 2 а а: Ë 
133 WEAS 3 ”0| 可 经 过 初等 列 变换 化 为 B 二 | 0 1 1|. 求 : 

2 7 一 C — 1 1 
A) 常数 a 的 值 ; 
(2) 满足 AP 二 B BJ n] 3 Р. 
解 (1) 由 于 

1 2 a 2 a 1 2 a 

А = |1 3 o|- | 1 小 ' 1 | 
# 7 一 在 3 = 0 0 0 


1 
0 
0 
1 а 2 
0 1 1 
0 


а 2 
-} 1 1 | 
а+1 3 0 0 2-а 
因此 ,由 гапкА =гапкВ= 2 {5 а = 2. 
(2) ай SS JE fW kE [E Jy АХ = В, Н Г Ж E 034 6472636. 48 
1 z 2 1 2 2 1 0 6 3 4 Д 


[A = |13 0 о 1 1|—> 1 1—1 е? Ú" 


2 
ат =S = E l йо o о © Db 


@— 和 矩阵 


记 B==[b b Ъз). Ах =b, 的 通 解 为 


[zn] mE 37 Meki t37 
х\ хд kı 214 1 2Ё\ 
Lra LLH LO L k 
方程 组 Ax; — b; 的 通 解 为 
Гал2 g г А [一 6k + 47 
хз 222 kz| 214 1 262 
LrszJ кы LO L k 
方程 组 Ахз = bs 的 通 解 为 
[T3 — 6] [ 2 [— 6Ёз + 4 
хз X23 ks 2 |+ 1 2k; 
Lrs L 11 L O L k; 
从 而 矩阵 方程 АР= B 的 通 解 为 
6b 十 3 6k; 十 4 6ks +4 
Р = [xe & ay] 2kı— 1 22, 一 ] 2ks—1 | 
kı k; Ёз 


ЖАЙ: P WAEIT ба 


1 0 0 
P Í 1 1 | 
0 0 As 一 人 


Hi P n| 3 , BI NI 各 夫人 sa. 于 是 ,满足 AP 一 中 的 可 逆 和 矩阵 


6 +3 一 6kz 十 4 6ks 十 4 
P= | 2—1 2 — 1 Эра 一 1 
kı kz ks 
CE 同步 练习 
>>— v PS 
1. 填空 题 
d) BAR A WEA’ —3A+5E=0, W] (AE)! 
0 —1 0 
(2) ВНЕ A= 1 0 o |a= ar, a- 
б ü =i 
0 А фт" 
G) 设 和 矩阵 4,B,C 均 可 逆 , 则 |0 0 J = 
со о 


1 31 
(4) #А- |, |]:B 一 4? 一 34+2E, 则 | 


kiskzsks 为 任意 数 . 


kiskzsks 为 任意 数 , 且 kz Z Ёз. 


(5) REMEE A.B 的 秩 分 别 为 3 和 5, 则 BAB 的 秩 是 2 


(6) 已 知 @ 一 (1,0, 一 1,2)7 ,P=(0,1,0,2)",A=@'p W| rank A= 


ЁЛ £ 1ч 
| 1 #1 1 
(7) RERE A= Өч ‚Н rank А=З,Ш k= 
111 ë] 
ro 1 0 07 
| 10010 ма 
(8) 设 矩 阵 A= бб d , 则 rank А? 一 
Loo o o] 
50 0 
(9) АЖА= [0 1 2 |,B 为 三 阶 满 秩 和 矩阵 , 则 гапК(АВ)= 
0 2 4 
1 à —1 2 
(10) BH А= |2 一 1 A 5|, 当 4= 时 ,rank A 最 小 . 
1 10 —6 1 
2. 单 选 题 
(1) 设 4,B 都 是 ” 阶 和 矩阵 ,以 下 结论 正确 的 是 [ 1] 
(А) (A+B)’=A’+2AB+B’; (B) A(A+B)=(A+B)A; 
(C) A(A+7E)=(A+7E)A; (D) AB(A+E)=(A+E)BA. 
(2) 设 A 一 | 。_， ;| ,PG,2) 是 对 调 单位 年 阵 的 第 一 列 与 第 二 列 所 得 的 二 阶 初等 
矩阵, 则 P(1,2)4 等 于 [ 1 
w [ SA `} w|; м °]; 
—1 3 2 3 2 —1 
2 4 6 3 一 1 2 
eo | Е J; œw | ] 
3 —1 2 L 2 3 
(3) 设 A,B 均 为 n Е. ША [l 


(А) (А—В)(А+В)=А*—В?; 

(B) 当 A4B=0 时 , (A 十 B)*=A’ 十 B?; 

(C) 当 AB=BA 时 ,对 任意 正 整 数 &.m.A*B”" 二 B"A*; 
(D) 当 4,B [йн] .,[(АВ)Т]-1=(В-!)Т(А—!)Т. 


(4) 已 知 4,B,C HJ n ПАВЕ. HWE АВАС=Е. WVA [ 1 
(A) АТВТАТСТ=Е; (В) А?В?А?С? =E; 

(С) ВА?С=Е; (D) СА?В= Е. 

(5) ЖА.В,С ул WER, Н АВ= ВС=СА =E, й] А? +В? С? у [ 1] 
(A) 0; (В) E; (С) 2Е; (Р) ЗЕ. 

(6) 设 4 Улп MERER. £ 4’ 二 0, 则 【 1 


(А) E—A nl i ,E+A Жай; (В) Е—А KI, E+ A п]; 
(С) E—A I| ,E+ A пуй; (D) E 一 A I| i ,E+ A Ж Ай. 


2 第 2 章 ЖЕ 


(7) 设 4 是 三 阶 和 矩阵, 对 调 А 的 第 一 列 与 第 二 列 得 B, 青 把 B 的 第 二 列 加 到 第 三 列 得 


C, 则 满足 AQ=C 的 可 逆 矩 阵 @ 为 【 ] 
011 01 0 
(А) [10 0 (B) | 0 | 
00 1 001 
010 gip 
© | 0 O|; (D) К 0 | 
Ü $ 1 101 
(8) 设 A,B 是 同 阶 可 北方 阵 ,下 列 结论 正确 的 是 [ ] 


(A) AB=BA; 
(B) 存在 可 逆 矩 阵 尸 ,使 得 P 'AP=B; 

(C) 存在 可 道 和 矩阵 C, 使 得 CTAC=B; 

(D) 存在 可 逆 和 矩阵 己 和 @, 使 得 РАО=В. 

(9) А,В л 阶 方 阵 ,下 列 结 论 正确 的 是 гл 
(А) А,В KBT% W) A+B прай; 

(B) # A+ B ЯЙ. ШР А.В 都 可 逆 ; 

(C) # АВ Жп]. А.В KBA TI% ; 

D) # A.B Апр, АВ 不 可 逆 . 

(10) А у ТАЕ A 的 第 二 列 加 到 第 一 列 得 到 B ,再 对 调 B 的 第 二 行 与 第 三 行 


1 0 ® 100 
得 到 单位 矩阵 , 记 Pl= 二 |1 1 0 Po о 1 |.MJ [ 1 
001 010 
(А) А=Р.Р,; (В) А=Р,Рг®; (С) А=Р,Р,; CD) A= Р Ру. 


3. Ж A= ( 1 Уб» 1 ):B=E ATA,C=E+2A"A, R BC. 


à, 设 4=| : | , 求 与 4 可 交换 的 矩阵. 
5. п IERA WEA =A, Е E—2A пр, 
3 и 0 O 
k —š Ü Q 
6. 设 四 阶 和 矩阵 A= # ааа ‚Ё А“ 
0 D2 g 
* W#a=(1,—1,2)7,g=(—1.1.1)7.A=E+aB >k A". 
f 1 =] 
8. 设 4, 了 为 三 阶 和 矩阵 , 且 4: 一 4B 一 已 ,其 中 4 一 [ 1 1 3 3 
LO © —1 


9. 已 知 4.B 为 三 阶 和 矩阵 ,上 且 满足 2A !В=В—4Е. 
(1) 证 明 А —2Е п, ЊНА '.В (А —2Е) '; 


单元 测验 © 


1 — 0 
(2) #B=|1 2 0|, 求 矩阵 4. 
o ө 2 
10. 问 ,2 为何 值 时 ,和 矩阵 
t % 3 1 O 
¿= © ë # j 
=) a=3 —@ Ë 
2 $ =] 


的 秩 为 2. 
11. 讨论 并 求解 非 齐 次 线性 方程 组 


art tet ayt Ze 二 ж=а+ 


xı+2x;+2xı+6xs =b, 


3zi 十 2zz 十 zs 十 лх«—3хь=0, 
5zl 十 4zz 十 3zs 十 3zi 一 Xs 二 2. 
r 1 


1 2 0 
= 
Š i Lami |а | ВЯРА Ax =b 的 一 个 解 , 试 求 


方程 组 Ах=Ь КЖ. 
EE 单元 测验 


一 、 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
зоо 
140 
йй 3 


1. ЖА= , 则 (4 一 2 已) 一 一 


0 AT" 
2B-: | ñ 
3. WA=(1,2),B=(2,1),C=ATB,MIJ С” = ; 


10 071 1 1л 0 ют" 
lool fee elfe: ol - ; 
ї@ 1 $ $ 86111 @ i 
r 8 @ 
8; | 0 2 o anan ; 
=] yg 
6. EIE A 满足 A? 十 A 一 8E 一 0. 则 (A 一 2E) 
二 、 单 选 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


1. Ж A.B.C R n ИНЕ. В 4 可逆, 则 下 列 结论 中 必 成 立 的 是 гл 
(А) # АС= ВС. A=B; (B) # ВС=0. 0] В=0; 


2, Ë A.B HIJ n БҮЛ ЫЛ 


(C) # ВА=СА,Ш B=C; (D) #A 'B=CA ',Щ B=C. 
i24 

2. ЖЖ A= 2 À 1 |, 为 使 4 的 秩 达 到 最 小 值 , 则 4 的 取 值 为 гл 
110 


(А) 2; (B) = 19 (С) 


1 9 
2} (D) a 


ап ар аз аі а22 аз 
3. Ё А = |an az аз|,В= an ар KSE . P. 


a3l аз азз апал Q32 а2 азз аз 


Р.Р,А= В. й] [ l 


(A) P, = 


(C) P,= 


© <Š кє фы ш ka 
= O н ~ ° © 
| 


=“ 
一 1 | ,B 为 三 阶 和 矩阵 ,rank B=2,rank(AB)=1. ША 的 取 值 为 【 1 
1 

(A) 1; Б — iy СО) 3; KD — 4 
Zi 十 zz 十 zs 一 0， 

5. 齐 次 线性 方程 组 ;2zi 一 zz 一 azs 一 0, 有 非 零 解 当 且 仅 当 a 的 值 为 [ 1] 
Zi 一 2zz 十 3zs 一 0 

(А) 1; СВ) —2; СС? 3; KD —4, 

6. Ë A.B улп ТРКА Е. РОА E P е РА Е АО ЛЕ [ 1] 

(A) A+2B; (B) AB—BA; 

(C) AB+BA; (D) ABA. 


ммо © = © со =< о 


М 
Кы 
> 
lI 

= të = 


三 、(10 分 ) #А= ,对 4 的 不 同 取 值 ,讨论 rank A. 


1 r 
| 
= 
> 

= aN 


он í © © = t н 
° 


w 


四 、(10 分 ) A= RA 1, 


оо о м 


五 、(10 分 ) BWAS ‚Ж AF. 


о © O © © © © «л ко 


° о в о 
о 
| 
t 


习题 选 解 © 


六 、(10 分 ) 若 A,B,AB 一 EE 为 可 道 阵 ,证 明 A 一 B“',(4 一 B“') ' 一 A ' 均 可 道 . 
2 2 0 
11 

—1 1 1 


+, (12272) iÉ A= .BR# ABA=—2E+AB.:K B. 


| ж а krs=4, 
M 22 Ñk iini (R 十 1)zz 十 (十 1)zs 一 如 十 4, 有 了 唯一 解 、 无 
2z 十 (十 2)zs 一 0 
解 、 有 无 穷 多 组 解 ? 并 在 有 无 穷 多 组 解 时 , 求 通 解 表 达 式 . 


(A) 


1 


5. 已 知 A= Ë 


2 
Е В. АВ BA. 


bu б 
й 由 AB 一 BA, 知 B 为 二 阶 短 阵 . 设 В Jw 


ba bz 


1 Su bag i 
anela alas ыг! } 


0 1JLba bz ba bz 


pa wh J mm 2bu 十 ral 
BA = = ， 
ba bzJLO 1 ba 202 + bz 


从 而 
bn + 2ba = bns 
u ba = 0, 
biz + 262 = 2bn + Бг + 解 得 
bz = bu. 
bzz = 202 + bz, 


因 思 不 是 数量 矩阵 , 故 有 
k l N 
в-[, sh 上 为 任意 数 ,1 为 任意 非 零 数 . 
9. НИСКЕ НОЗЕ. 


соѕ0 一 sin0]” 0 17 
) [ к | ; (2) [ ] ; 
sin0 соб. жш 0, 
0 
15 З 
(3) : 1 2 
0 0 1 


解 (1) 容易 算得 


_ 


日 (4) 


= о е 


а 


© © © e 
о — e 


° 


l = = _ =" Be 


sin0 cos0. sin20 cos20 


Сута ж 


cos — sin01° _ Геоѕ30 一 sin30 
jw ыр) a | ed 
由 此 猜想 
соф —sin0]” Гсозпф 一 sinz0 
|р» а Е san кер 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 п=1 时 ,结论 成 立 . 设 当 nn 二 k 一 1 时 ,结论 成 立 , 即 
[з — T 加 pasi — 1000 —-sinGk-— ямі 


sin0 cos0. sin(R 一 1)0 cos(k— 1)0 
4 n=k BF, A 
cos — 5іп07* cosg — =іп07—' Гсоѕ0 一 sin0 
ре ы! @ = ны? ji ке 
cos(R 一 1)0 —sin(& —1)01[cos0 — ѕіпб 
Ж Реч — 139 cos(k 一 “|н А 
_ feos(k0) 一 жы 
Е ww cos(k0) 二 
综 上 ,对 于 任意 正 整 数 n, 有 
cos) —sin0]” _[cosn0 一 sinz0 
k= кк р wa жа | 
(2) 因为 


Lidl ea aankh s 
Lida laa a 
所 以 , 当 n 二 4&(k 为 正 整数 ) 时 ,有 


[TE 77-06 0-С 7 
当 n=4k+1(k 为 正 整 数 ) 时 ,有 
P 4k+1 dk 
[жа “Erala ala Ша гт ар 
У n=4k+2(k 为 正 整数 ) 时 ,有 
Li -C E ТЕ 2 
当 n=4k +3 为 正 整数 ) 时 ,有 

Akt3 4k 3 ==. 

[э “Ыыы ob od 


G) 分 拆 法 .由 于 当 А23 时 ,有 


0 2: З ооо 
00 2| = |0 0 0 | =0,. 
0 0 0 0 0 0 


项 式 定 理 有 


因此 利用 二 


| 


1 2n 2т+п 


(4) 分 拆 法 . 易 知 


0 0 


1 


00 0 


0 


1 
LO 0 0 Oj 


0 0 0 


а 


0 


0 0 


0 


0 0 aj 


LO 


a 


0 


项 式 定理 有 


а 


0 


当 ?二 3 时 ,利用 


[| -ells ob it 


e T- E E 5, 3)" 
35 —12 5 7JLo 3 5 一 2 
2 872 @por—7 3 
-[; d | ы [ 5 кы 
558 9-7 54 8” 327—2 baga 
РМа винні 


因此 有 


_ ë a= О T3 аа. үре 
12. 已 知 @ 二 (1,2,3)" B= (1.5.2) Ае. A". 
f 由 Bre 王 3. 有 
4" 一 (ep ) =a B'a) P'a) B'a) В" 
1 
= 37 ар" з |2 (L73) 


3 
1 > = дич y x 3" gme 
=% 2 1 = = |85637 ge pese el, 
r & | 3" ixa з" 
16. 已 知 
1 0 1 0 0 1010 0 
0 2 | 0 0 o. 0 0 0 
#= 13 0 0 йй B= |0050 Tj; 
0 0 0 一 2 0 000 1 3 
0 0 0 0 —2 поп? # 
利用 分 块 矩 阵 的 乘法 ,计算 АВ. 
解 将 4,B 按 如 下 方式 分 块 : 
ч б 10 1 
afi aet 其 中 A 和 1 = |0 2 —1|, 
13 8 
B 0 иб» 1 3 
в = |, ч жав ов о в, = [, 小 
aü 3 


所 以 


10 4 0 O 
баз о о 
А O ТВ. 07 ГАВ. 0 
Ав —[ Т FI || 6 1 о O 
0 28,10 В, о в 
оо о =й 一 
бй о =a =$ 
17. 利用 分 块 矩 阵 求 下 列 矩 阵 的 逆 : 
1100 
52 0 
230 0 
А= |31 öl B= 
0067 
в =4 
ogli 


#@ THERE A,B 按 如 下 方式 分 块 : 
л 4' л = [> 2). А, = [—4J; 


0 A; % i 
B, 0 s 入 6 7 
ве z ñ= ер || 
о B. 23 j. š 
于 是 
[一 1 2 
A ° 1- $= s| 
Ж p mn =. 
L 4 
r 3 —1 о 0 
[5 °] —2 1 о о 
В! = = 
0 B7 0 © =1 
го о 1 一 6 
L —8 =i 
20. 将 矩阵 4 一 |0 4 3 | 表示 成 初等 矩阵 的 乘积 . 
 @ 1 1 
解 ”对 和 矩阵 4 做 初等 行 变 换 : 
1 一 2 一 1 0 1 
кгз т +2 
А 0 1 1 |0 1 1 
о a |” 100-1 
10 100 
ntr CDr 
F 0 1 @ 1 ‘Oils 
й 00 一 00 1 
即 有 
P(3( 一 1))P(2,3(1))P(1,3(1))P(3,2( 一 4))P(1,2(2))P(2,3)A4 = E, 
从 而 


A= Р(2;3) (CDOT P26— D7 PEs BI POO SCDY PO DD™ 
= Р(2,3)Р(1,2(— 2))P(3,2(4))P(1,3C— 1))P(2,3(— 1))Р(З3С— 1)). 


Сәт" 矩阵 


i£ ”以 上 过 程 是 对 A 只 做 初等 行 变换 所 得 . 同样 地 ,只 做 初等 列 变换 或 做 行 \ 列 初等 变 
搁 均 可 将 人 表示 成 初等 矩阵 的 乘积 . 因此 本 题 的 结果 不 唯一 . 
26. EA 
6 q 2 3 2-1 0 1 4 
А212 3 45 в—| 1 1 4 一 3 
J $ —q Ë 5—4 1 6 5 
5 @ 4 1 = ğ =& = 1 
(1) Ж A.B (k F ER Ж AE F ТАЈ ИГ ЖЕ; 
(2) Ж rank А; 
(3) 求 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 解 ; 
(4) 若 吾 是 某 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 , 求 该 方程 组 的 所 有 解 . 
解 (1) 对 矩阵 4 做 初等 行 变换 : 
«=ї Š ë i 8 —1 2 1 @ 0 @ 
az l2 3 45| [01-2 -3 отоо 
i 80 Š 00 —7 96 ó Ó Í @ 
з 2 4 1 оо о —8 0 1 
上 式 第 二 个 矩阵 A 是 阶梯 矩阵 ,第 三 个 矩阵 是 最 简 阶梯 矩阵 . 
对 和 矩阵 卫 做 初等 行 变换 : 
=i. 90 1 4 ma-a 1 4-3 
i = 1 4 一 3 0 5 9 = 多 TQ | 
В = 一 =p. 
б = 1 6 5 0 0 0 0 0 
= 和 a le < ó й б б 
r 1 Ë 1 
Lia EF 
-foi -4 -4 {нь 
0 0 0 0 0 
LO 0 0 0 0 


B, 是 阶梯 和 矩阵 ,B; 是 最 简 阶 梯 矩 阵 . 
(2) 由 (1) 知 rank 4 一 4, 而 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 因 此 rank 4 一 4. 
(3) 因 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 系数 矩阵 满 秩 , 故 Ax 二 0 只 有 零 解 . 
(4) 由 (1) 知 增 广 矩 阵 与 系数 矩阵 的 秩 相等 ,从 而 该 非 齐 次 方程 组 有 解 . 因为 rank B= 
rank 及 :一 2 一 4, 所 以 该 非 齐 次 方程 组 有 无 穷 多 解 .再 由 (1) 中 的 В; 写 出 其 同 解 方程 组 ， 


得 方程 组 的 通 解 


了 2 一 3， z 一 
1—10 =: 
шы 37 2 


1 
3 
2 


3 


Ts 
x 


3 


11 
3° 
10 
3° 
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t 2) fu 
лї 3 З 3 
z: 2 7 10 25 
ч =k|s ЕЛШЕ kl HETER. 
LT 1 0 н 
0 t3 000 
27. RHEEN TE: 
2 3⁄1 5 4 
1% =i 1 $ 
о 一 各 6 —4 £ 
a) x= ; “| 1 1 :| 
=4 L & # 
ЕЕ * 19 10 
条 —1J 9 —6] 
2 1 1 = 1 ® 
o еар 2 9 
3 g 0 1 —@ 4 
й Бих Е, iz 
ти ze 
x= |a, ы 
ти 2а 
因为 
2 3:—5 4 10: ® =11 
0 —2: 6 一 4 0 1 一 2 
—1 li—5 3 0 0 W |" 
| s: 9 —5 00 0 0 


(2) WR X 9 3>X2 ДЕ. 


因为 

ГІ I 2 
[ 1 215 3 
32 9:19 10] 100 о: о 0 
所 以 短 阵 方程 有 解 , 且 对 应 的 两 个 同 解 方程 组 为 


[zu =—5zs+9, үке 
zn= 3za 一 人， | Ta 一 313—1, 
Lza 一 ла» t= Шы 


分 别 令 za =k, ra =L РА ИЕЛ] Fš B0 38 fe 


即 
ли 212 —5 0 Ü = 5 9 4 
za zz |= | 3 0 |+10 3 |+ |4 || k,l 为 任意 数 . 
231 232 10 0 1 0 0 
D 此 是 适宜 用 待定 系数 法 . 显然 X з=. x— |” | 
2 а же т w1 —2 1 2 
h мм мір С ај h ы $ 让 
即 
221 Баз 2zs 十 Zi хі —B |22 1 2 
l> 十 2zs 3х;+ 1 [。 一 2zs + zá F L š Н Р 
从 而 
22 T а= a Tl, 21 + ж = 1, 
222 24 200-28 4-25 | 2х\%+ xs +z = 2, 
Зл 4 223 = zy —3, M |“ + 23 =— 3, 
За: +224 223 +24 +4, 3zz 十 2zs 十 z 4 


解 得 21 2 ,xz 4, x3 =3, x, =10, 4 


(B) 


28. 设 有 两 个 非 零 列 矩阵 @ = (asaz san)" B= C bzs sbn)". 
(1) 计算 ep aP: 
(2) 求 rank(aB'); 
G) it А=Е-аВ". Е А"А=Е—ав" — Ba `+ Bp "的 充 要 条 件 是 @'@ — 1. 
解 (1) 
aibı аф … aiba] 
абу azb * azb, 
e ; Юр 
афі аЬ» … аф, 
еВ = аф + asb; 十 … + a,b,. 
(2) 因 @ В УЗЕТ Е ав 的 某 一 行 非 零 ,上 且 其 他 各 行 是 该 行 的 倍数 ,从 而 
гапк(аВ') =1. 
(3) 由 于 


АТА= (E—aß™) (E—aB') = (E — Ва?) (E —afß™) 
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=Е—аВ'—Ба + pa'ap”. 


是 @"@ 是 一 个 数 ,因此 АТА=Е—аВ'—Ва -+BB 的 充 要 条 件 是 Be ав "一 BB 一 0, 这 相当 于 
B aa 一 1)p" 一 0. 这 又 等 价 于 (@'@ — 188 — 0. 由 8 去 0 可 知 BB" 了 0. 所 以 ATA 一 E 一 ap "一 
pe ВВ "iH u Чаа 一 1 一 0, 即 ere 一 1. 
29. 设 有 正 整数 &, 使 得 矩阵 4 满足 举 一 0, 证 明天 一 4 可 逆 , 并 求 了 一 人) '. 
解 由 全 一 0 Я 
E = F — А* = (Е— А)СЕ-+А-ЕА*-+_----+А*^'), 


故 有 E 一 A пуй, Н. 


(Е— А)? = Е+А +А? + --- + А. 
30. WERE A Й А? А —8Е =0. 
(1) ВЕЙ А —2Е Tič; 
(2) 解 矩 阵 方程 AX+2(A+3E) 'А=2Х +2Е. 
й (1) 因 A: 十 A 一 8E 二 0, 故 (4 一 2E) (A 十 3E) 二 2E, 即 


(4—2E) (25)= E. 


于 是 A 一 2E пуй, 
(2) 由 (1) 知 


(А 2) = & E, 


从 而 由 题 设 得 
AX + (A—2E)A = 2Х + 2E, 


即 
(A—2E)(X + A) = 2E, 
故 
Е (А — 2E)” et 
从 而 X=3E. 
31. 设 A,B 为 n Е .АВ+-ВА= Е.Е АВ ВА? =А?. 


证 由 题 设 有 
АВ= A’ (AB) = А*СЕ— ВА) = A(E — AB)A 
A(BA)A = (AB)A° (Е — ВА)А? = А? — BA’, 


所 以 A’ B+ BA = А?. 
32. ЖА 5B 是 同 阶 方 阵 , 且 A.B.A+ B EJu[ ШЕ А-В пр, 
证 将 4 一 十 B-:! 恒 等 变形 44A] ATB !=А-!(А+В)В^'!. 
H A,B.A+B й, ik AC CA B)B пй, BD AT HB прай, J ü 
(А +B = B(A + B) А. 


33. (1) #А,В 为 可 省 短 阵 ,证 明 [ ы “л И! 


Q 第 2 章 ЖЕ 


(2) R F F AE PE RIA E E 


Ü a 0 s 0 0 0 0 2 一 3 
0 0 az 0 0 0 0 —5$ 7 
A= $ B= |2 0 0 0 О | 
0 0 0 ia 1 =3 5 0 0 
ñ. 0 0 = 0 0 1 =3 0 0 


E (1) 方法 1( 待 定 系 数 法 ) W. 
方法 2( 利 用 分 块 矩阵 初等 变换 ) ВА ЙОТ т, В ОТВ то. 将 分 块 矩 阵 的 第 一 


列 与 第 二 列 互 换 , 即 
b «15. 01-06 at 


E sl =la slo el “1ш. sle mle rt 


(2) ЖА 5B 按 如 下 方式 分 块 : 


从 而 


а 


0 A 
А | d! A = = А , А, = [an]; 


2 0 0 
0 в 2 9 
В = ， В, = ， В. = |1 一 3 5 |. 
В. 0 == 7 
0 ї —@ 


因为 可逆, 所 以 w 天 0( 王 1,2.…,72) ,从 而 4; 与 A; пй, ШЕ 


0 @ < 0 а 
е a 0 0 0 
afe % 1- 0 9 0 0 
a l Ша 
1 . 
0 0 ass 0 
同 理 
1 
о о= о о 
2 
И 0 0 1 —2 —5 
ga. | =l- 1 
вт 0 0 0 > =] = 
—7 —3 0 0 0 
一 5 —2 0 0 O 


34. АЦЕ AT BO HE ARAE Р=[б Jomm. 


A 
B C 
解 设 A 的 阶 数 为 m,B RO п. 将 分 块 矩 阵 忆 的 第 一 行 左 乘 一 C4 一 加 到 第 二 


习题 选 解 5 


行 , 即 


Las alla еШ 中 


再 根据 本 章 习题 选 解 中 第 33(1) 题 的 结果 ,得 


reikal =i al eat al 
ipe! a at z 


о в” Es 0 — ВСА B” 
-|y ag 82 мы! A" 4. 
0 
1 


10 0 1 g 
35. #А= |1 1 0 |,В= 0 1,8 
1-1 1 110 


АХА +BXB = АХВ + ВХА -А(А — В). 
2 X. 
解 H AXA+BXB=AXB+BXA+A(A—B),# 
AX(A—B)—BX(A—B) = А(А — В). 


HJ 
(A—B)X(A — В) = А(А—В). 
又 因为 
1 一 1 —1]” i £ Ë 
(A-B = |0 1 —1 =o 1 1 |5 
ò ü 1 001 
所 以 
її 94ГЕ äv 43 2 
Х = (А В) А = |0 1 11111 0 |= |2 2 1 
оо 1417] 1 їйї 
36. #(2E—C-!B)AT=C-', H 
1 2 一 3 一 2 1 2 @ 1 
‚Ле 
0 0 1 2 @ 0 1 2 
оо о 1 10001 
Ж А. 
解 由 (2E 一 C1B)A'=C 9 (2С—В)АТ= Е. Ш АТ=(2С—В) '. 
不 难 求 得 
i ==@ 1 0 
АТ = осв = |° —@ š 
0 i —2 
0 0 1 


从 而 


r | 0 0 0 
—2 1 0 0 
А = Я 
1 =# 1 0 
L Q 1—2 1 


| = з pü =й с 
37. ЖА= :B=(E+A) '(E—A) ,3R (E+B) ?. 

0 一 4 5 0 

о 0 —6 7j 
f H B=(E+A)' '(E 一 A), 得 

E+B = (Е+А) (E +A) -(Е+А)' (ЕА), 


即 
E+B=2XE+A)`, 
因此 
1 0 0 0 
1 1 2 0 0 
(E+B) = —(E+A) = z 
2 0—2 3 0 
0 0 =% 4 
a +b =l, а+с?=1, 
38. a,b,c,d mi 6+4=1, 3. 
ac+bd=0 ab+cd=0 
42 十 好 一 1， 
证 вА |° Jemi menan A 
ac+bd=0 
ас =1, 
wT 0-4 =R. 
ab+cd=0 


39. 某 公 司 对 职工 实行 分 批 轮 训 . 现 有 在 岗 职 工 900 人 ,轮训 职工 100 Л. 计划 每 年 从 
在 岗 职 工 抽 调 20% 进 行 轮训 ,同时 又 有 70% 轮 训 职 工 结业 回 到 生产 岗位 . 若 职工 总 数 保持 
不 变 ,两 年 后 在 岗 职工 和 轮训 职工 各 有 多 少 ? 


解 ” 设 4 年 后 在 岗 职 工 和 轮训 职工 人 数 分 别 为 和 y, 记 为 向 量 | |. 而 目前 在 岗 职 


Xo 900 
工 和 纶 训 职 工人 数 可 用 向 量 表 示 为 | 1-99 7. 依 题 意 可 得 关系 式 


i = 0. 8х, +0. 7 yns 


Ут = 0.2х„+0.3Зу„, 


1-02 «02 


写 为 矩阵 形式 , 即 
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从 而 有 


22 0.8 0. 75га 0 8 0. 7720 0.78 0. 777г900 779 
МЕ кя а ls М is у= o aslo” м! 
所 以 两 年 后 在 岗 职 工 和 轮训 职工 各 有 779 人 和 221 A. 

40. 某 城市 有 15 万 具有 本 科 以 上 学 历 的 人 ,其 中 有 2 万 人 是 教师 , 据 调 查 , 平 均 每 年 有 
10% 的 人 从 教师 职业 转 为 其 他 职业 ,又 有 1% 的 人 从 其 他 职业 转 为 教师 职业 . 试 预测 5 年 以 
后 这 15 万 人 中 有 和 多少 人 在 从 事 教师 职业 . 

É Uka EJE 15 万 人 中 从 事 教师 职业 人 数 为 zx,, 余 者 人 数 为 >, 记 为 | ”| жшж 

sa | Tnt1 Tn Š; 
可 得 |” | 与 | вж 
L: = 0.9z, +0. 0l yns 
У = 0. 12, + 0.99y,, 


写 为 矩阵 形式 , 即 
[5 6 ell] 
记 为 
[1-а] 
故 有 


[= [ 7 [ е кч 
md Lyd 10.1 0.99 1137 ° (13.2811 


所 以 可 预测 5 年 后 这 15 万 人 中 约 有 17190 人 从 事 教师 职业 . 


{т х 


аж 


1. 理解 行列 式 的 概念 . 

2. 理解 行列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 和 初等 变换 性 质 . 

з. 理解 可 逆 矩 阵 的 充 要 条 件 ,熟悉 求 逆 矩阵 的 伴随 矩阵 法 . 

4. 了 解 行列 式 的 乘积 法 则 和 分 块 三 角 行列 式 的 公式 ,会 用 Cramer 法 则 讨论 齐 次 线性 
方程 组 的 解 . 

5. 掌握 降 阶 法 、 三 角 化 方法 、. 升 阶 法 ,熟悉 归纳 法 . 递 推 法 ,会 用 分 拆 法 . 

6. 理解 矩阵 秩 的 子 式 定义 ,会 用 子 式 求 矩 阵 秩 , 了 解 矩 阵 秩 的 性 质 及 其 证 明 . 


айа 


>> 
一 、 行 列 式 的 概念 


n 阶 行列 式 |A1( 或 det 4) 是 冯 阶 矩阵 4 一 [ai] 的 一 种 运算 ,规定 它 是 按 下 述 运 算法 则 
得 到 的 一 个 算式 : 

当 n=1 时 ,|A|=|an|=an; 

`M п2>22 时 ， 

| A |= anAn+TawAyt "+anA, 
其 中 对 一 切 j==1,2,…,n, 有 
Ay = (— DTMy, 

这 里 Mi 是 A 中 删 去 元 av 所 在 的 第 一 行 和 第 / 列 后 余下 的 元 按 原来 相对 位 置 组 成 的 n 一 1 
阶 行列 式 , 称 Mo 为 az 的 余子 式 , 称 A 为 a 的 代数 余子 式 . |4 | 也 称 为 n MEEA 的 行 
列 式 . 

矩阵 A 二 [asj 的 行列 式 |4| 的 完全 展开 式 为 

[А [= >) ааз, а), 

它 是 24! 项 的 代数 和 ,每 一 项 都 是 不 同行 不 同 列 的 п 个 元 的 乘积 . 


二 、 行列 式 的 性 质 
1. 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 


> aaAAx = ааАл 十 azAiz 十 … 十 anApn =| А |8. 
k=1 
DasAs 一 aaAy 十 aziAa 十 … 十 aaAw = | А | ду, 
k=1 
其 中 Kronecker 符号 
[0 ij 
д5 = 1 
1 i=j 


2. 行列 式 初 等 变换 的 性 质 

对 调 变换 使 得 行列 式 的 值 反 号 . 

倍 乘 变换 只 是 放大 或 缩小 行列 式 的 值 . 

倍加 变换 不 改变 行列 式 的 值 . 

3. 另外 一 些 重要 性 质 

若 行列 式 的 某 两 行 (或 列 ) 成 比例 , 则 其 值 为 零 . 

若 行 列 式 的 某 一 行 (或 列 ) 的 元 都 是 两 数 之 和 , 则 行列 式 等 于 两 个 行列 式 的 和 ,例如 
le а: … а В. `“ а. = а а: … а … e@,| 十 


le а … В. - al. 
行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 , 即 转 置 运算 不 改变 行列 式 的 值 . 


三 、 伴 随和 矩阵 与 矩阵 的 逆 


当 п222 时 光 阶 矩阵 4 的 伴随 矩阵 A" H n АЕ CHG DICH Aj XE Ai 是 矩阵 
A 中 ,说 元 的 代数 余子 式 (i,j 二 1,2,…,n). 

Ж 只 有 阶 数 大 于 1 的 方 阵 才 有 伴随 矩阵 ; 伴随 矩阵 A 的 (i,j) 元 是 代数 余子 式 Ajs 
而 不 是 А. 

Щ |А |520 时 , 称 A 为 非 奇 异 和 矩阵 ,否则 称 4 为 奇异 矩阵 . 

如 果 A 是 MEE, H п222 ,那么 

(1) A ASAA" = |А |Е; 

(2) ЩА 可 逆 时 ,有 


А”! А, А" =|А|А"!, (А797 =-——А; 


_ 1 

ТАТ 

(3) |А" |= |А |", (АА) " =k" A"; 
п. тапк А= лп, 

(4) rank А" =41, rank A=n—1, 

0, rank А<п—1; 


(5) А уар [ЖН] 76% КОЕ А |520. 
四 、 行 列 式 的 计算 
1. 典型 方法 : 降 阶 法 三角 化 方法 .归纳 法 . 递 推 法 .分 拆 法 、 升 阶 法 . 


срт" 行列 式 


2. 行列 式 的 乘积 法 则 : IHEM n WERA 和 下, 均 有 |4B| 王 1411B|. 
注 xF n MEA 和 B, 均 有 |AB| 王 |BA|. 

3. А ул WERE, k 为 任意 数 , 则 |kA | 二 k"|A|. 

4. 设 A 为 方 阵 , 则 |A* | =|А|*. 

5. ЖА У А, ДА |= |А. 

6. 分 块 对 角 和 矩阵 和 分 块 三 角 和 矩阵 的 行列 式 : 


| diag(4: 4，…, 4:) |=] А, || Az |: | A, |; 
А 0 А р 
=|А||В|, =|А||В|. 
C B 0 B 
7. Ў n2>2,n Br Vandermonde 行列 式 V, 的 全 力 元 为 zi 一 1,2,…,7), 且 
Мз = П (2: — 23). 
1<j<i<n 


五 、Cramer 法 则 


1. WMR nXn 线 性 方程 组 Ax==b 的 系数 行列 式 |A1 取 0, 则 方程 组 有 唯一 的 解 
„ —141, 141 . ТАА 
ТАТ" 9 ТАТ" -Tb 
ЖНА; Gj 二 1,2,…,n) 是 用 常数 项 向 量 b5 替 代 A 中 的 第 j 列 得 到 的 行列 式 . 
2. nXn 章 次 线性 方程 组 Ах=0 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 |4| 二 0. 


六 、 行 列 式 与 矩阵 的 秩 


1. 矩阵 4 的 秩 等 于 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 . 
2. 矩阵 秩 的 性 质 : 

(1) 0<rank А„„„<тїп{т›п}. 

(2) rank А = rank А. 

(3) rank(k A)=rank A(#=0). 


A 0 0 A 
(4) rank| ] rank 4 十 rank В. rank| ак 4 十 rank В. 
0 B в 0 


(5) A&B 当 且 仅 当 rank 4 一 rank B. 
(6) 若 P.Q 是 可 逆 和 矩阵 , 则 
rank(PA) = rank(AQ) = rank(PAQ) = rank A. 
(7) max{rank A,rank B}<rank[A B]=< rank A+ rank В. 
(8) rank A—rank B<rank(A+ B)< rank A+ rank B. 
(9) Sylvester KÆR: A H m X n Е.В H nX s ERE. WJ 
rank А + rank B — n < rank(AB) < min{rank A.rank В); 
特别 地 , 当 AB=0 时, 有 rank A 十 rank В<л. 


问题 1 二 阶 \ 三 阶 行列 式 的 对 角 线 法 则 是 否 适用 于 四 阶 及 四 阶 以 上 的 行列 式 ? 
E 1. 由 行列 式 的 完全 展开 式 可 知 , 四 阶 行列 式 是 24 项 的 代数 和 ,而 按照 对 角 线 法则 
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只 能 写 出 8 项 ,因此 对 角 线 法 则 不 适用 于 四 阶 及 四 阶 以 上 的 行列 式 . 
问题 2 “行列 式 与 矩阵 有 什么 不 同 ? 

E “行列 式 与 矩阵 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ,行列 式 是 一 个 算式 ,一 个 行列 式 经 过 计算 可 
求 得 其 数值 ;而 矩阵 仅仅 是 一 个 数 表 , 它 的 行 数 和 列 数 可 以 不 同 . 行列 式 是 方 阵 的 函数 ,是 
矩阵 的 一 种 运算 . 一 阶 行列 式 与 一 阶 矩 阵 都 可 以 看 做 是 一 个 数 . 

不 同 的 方 阵 可 以 有 相同 的 行列 式 值 ,例如 

ї 3 |10 
k: +” b ч! 
行列 式 的 加 法 与 数 乘 完全 不 同 于 矩阵 的 加 法 与 数 乘 ,例如 


N а? | їн biz | jm +bn аг + 2 | 
平 一 ， 
an аз ba bz ап tba az +bz 


ап аш kan kax 
k = , 
аз аз kazı kaz 


但 是 一 般 地 
an аг bn be an bu аг +b 
ал а ba bz аз + ба az + бә 
an ар kan kax 
k = А 
ал Q22 kan kaz 


行列 式 的 乘法 与 方 阵 乘法 却 有 着 惊人 的 一 致 : 当 A.B 为 n MEER, A 
АПВ |= [АВ |. 
问题 3 如 何 确定 行列 式 的 完全 展开 式 中 每 一 项 的 符号 ? 
Z EE AS [а ] 的 行列 式 |4| 的 完全 展开 式 
[А [= De ац аз, **#йы )» 
它 是 24 WARA . Е AEA TRAA п 4266938484. 
完全 展开 式 中 每 一 项 ay аз, an, 的 符号 为 (一 Dr ,其 中 疙 jj 六 是 自然 数 1， 
2,…, 的 一 个 排列 ,这样 的 排列 共有 24 АС оче) НЕЗА лаја, 的 逆序 数 : 大 的 数 
js 排 在 小 的 数 j 前 面 ( 即 у, 227, B s <O ROTG jO ВОЛ. 例如 ,在 排列 42315 中， 
4 的 前 面 有 0 个 比 它 大 的 数 ,2 的 前 面 有 1 个 比 它 大 的 数 ,3 的 前 面 有 1 个 比 它 大 的 数 ,1 的 
前 面 有 3 个 比 它 大 的 数 ,5 的 前 面 有 0 个 比 它 大 的 数 ,所 以 逆序 数 
r(42315) =0+1+1+3 +0 = 5. 
至 此 ,矩阵 4 的 行列 式 又 可 定义 为 
|А|= У) C D'b")ay as, ча. 
问题 4 和 矩阵 的 初等 变换 与 行列 式 的 初等 变换 有 何 异 同 ? 
答 ”行列 式 的 三 种 初等 行 变换 和 三 种 初等 列 变换 与 矩阵 的 初等 行 变 换 和 初等 列 变换 具 
有 相同 的 定义 . 


@ 行列 式 


任何 矩阵 都 可 以 经 过 有 限 次 初等 行 变换 化 成 阶梯 和 矩阵 , 且 一 个 对 阶 和 矩阵 4 总 能 定义 一 
A n 阶 行列 式 |4|, 因 此 任何 阶 行列 式 都 可 以 经 过 有 限 次 初等 行 变换 化 成 三 角 行列 式 ,从 
而 计算 出 行列 式 的 值 . 

矩阵 4 经 过 有 限 次 初等 变换 可 化 成 B, 则 A 等 价 于 马 , 即 矩阵 的 初等 变换 使 得 两 个 矩阵 
为 等 价 关 系 . 

行列 式 |4| 经 过 初等 变换 后 其 值 变化 如 下 : 对 调 |4 | 的 两 行 (或 列 ) 得 到 |B|, 则 |B|= 
141; 用 非 零 数 & 乘 14| 的 某 一 行 (或 列 ) 得 到 | 了 | , 则 | 了 | 一 上 41; 若 将 |4| 的 某 一 行 (或 
列 ) 的 & 售 加 到 另 一 行 (或 列 ) 得 到 B, 则 |B| 二 141|. 这 说 明 行 列 式 的 初等 变换 使 得 两 个 行列 
式 为 比例 关系 . 

问题 5 itn MEEA ,B 满足 BA 一 4B 一 |A|E, 是 否 必 有 B=A*? 

E 众所周知 , 若 В=А” , 则 有 ВА=АВ= ІАЕ. 这 里 要 求 考 查 它 的 逆 命 题 . 

# А тй, B= |A|A 5A" , 即 答案 是 肯定 的 . 

# A 不可逆, 则 答案 是 否定 的 ,例如 取 


显然 B4 一 4B 一 0 一 |4| 五 ,而 


ЁК BZA". 
问题 6 若 A,B,C,D HH n KEE MALESE 
А p 
=|А||рР|—|В||С|? 
С 


Ж 4 B=0 3 С=0 Hf, ERIR. 
当 B.C 都 不 是 零 矩 阵 时 ,上 式 不 一 定 成 立 . 例如 , 取 


а= |, ab ае 4р ei а nls, a 


MAR|A|=2,|B| =12,|C| =30,1р|=56. її 
[А || D |—I B || C |=— 248; 


但 是 
А 


B 
=64|AI|D|—| в СІ. 


$ # # 2k #E B 5 BEPERA Ж 25 nF ERFA AA Ж 42 49 Ж 2 5k 
矩阵 的 行列 式 与 普通 矩阵 的 行列 式 却 不 相同 . 

问题 7 ”如何 理解 Cramer 法 则 及 其 应 用 ? 

答 Cramer 法 则 的 意义 在 于 它 用 方程 组 的 系数 显 性 地 表达 出 n> 线性 方程 组 解 中 每 
个 未 知 量 的 取 值 ,形式 简洁 ,便于 记忆 . 


范例 精 讲 < 


应 用 Cramer 法 则 求解 线性 方程 组 有 两 个 前 提 : 一 是 方程 个 数 必须 等 于 未 知 量 个 数 , 二 
是 系数 行列 式 不 为 零 . 

另外 ,应 用 Cramer 法 则 求解 nXn 线性 方程 组 ,需要 计算 2 十 1 个 阶 行列 式 , 其 计算 量 
远大 于 消 元 法 ,因此 Cramer 法 则 主要 用 于 理论 推导 . 

问题 8 ”如 何 应 用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 ? 

答 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 可 以 将 一 个 n 阶 行列 式 的 计算 归结 为 n 个 n 一 1 Br fT 
列 式 的 计算 ,这 一 般 不 会 降低 计算 量 . 但 是 当 行列 式 中 某 行 或 某 列 含 较 多 的 零 时 ,应 用 按 
行 ( 列 ) 展 开 法 则 将 会 使 计算 量 大 为 降低 . 因此 ,在 应 用 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 时 ,一 般 选 择 含 
零 较 多 的 行 或 列 展开 ,或 者 先 利用 初等 变换 将 某 行 或 某 列 化 为 只 含 一 个 非 零 元 后 再 
展开 . 

问题 9 倍 乘 变换 只 是 放大 或 缩小 行列 式 的 值 ,分 块 倍 乘 变换 也 只 是 放大 或 缩小 行列 
式 的 值 吗 ? 

Z Xt. 例如 ,用 可 逆 矩 阵 己 左 乘 分 块 矩 阵 


Ап Ар 
И өч 
的 第 二 行 全 部 子 块 , 等 价 于 
Е, 05ГА А Ап Ax 
P е бей [йы d 
An А 
An Az 
即 ,分 块 倍 乘 行 变 换 只 是 放大 或 缩小 行列 式 的 值 . 
问题 10 ”倍加 变换 不 改变 行列 式 的 值 , 分 块 倍加 变换 也 不 改变 行列 式 的 值 吗 ? 
答对 .例如 ,用 矩阵 己 右 乘 分 块 矩阵 
Б Бај 
Аһ А» 
的 第 一 列 全 部 子 块 后 加 到 第 二 列 ,等 价 于 
An А, ТЕ, Р An Аз +AnP 
Pa кы |А „= к Pinel, 


上 式 两 边 取 行 列 式 , 得 到 


上 式 两 边 取 行列 式 , 得 到 
An Ax 


|| ， 
РАъ РА 


An Аш 
Ал Аз 
即 ,分 块 倍加 列 变换 不 改变 行列 式 的 值 . 

问题 11 如 何 理解 和 应 用 非 零 子 式 求 矩阵 的 秩 ? 

答 ”定理 “矩阵 4 的 秩 等 于 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ” 包 含 两 层 意思 :; rank A>r WE 
要 条 件 是 A 有 一 个 + 阶 子 式 不 为 零 ; rank A 三 r 的 充 要 条 件 是 4 的 所 有 7 十 1 阶 子 式 全 为 
Ж. 在 计算 矩阵 秩 的 时 候 , 常 常 将 这 两 个 结论 分 开 使 用 , 即 从 高 阶 到 低 阶 或 者 从 低 阶 到 高 阶 
逐个 考虑 矩阵 的 子 式 . 但是, 当 和 矩阵 的 行 数 和 列 数 较 大 时 ,用 这 种 方法 求 秩 蚌 非常 麻烦 的 . 


An Аг +АһР 
An Az -АлР 


Go 行列 式 


CE 范例 精 讲 
2>>— 
题 型 1 行列 式 的 概念 和 性 质 
a ó ета 1 
b c а+а 1 
例 1 计算 四 阶 行列 式 D=| O “ 
e d atb 1 
d а b+c 1 
解 将 行列 式 的 第 一 、 二 列 加 到 第 三 列 ,得 
а b а+ь+с+а 1 a b 11 
etaeta |b с atbtetd 1 bs 1 1 
D = = (a+b+c+d) =@ 
e a et 1 е Wí 1 
d a a+b-e+d 1 dóti 


Ж ”车 行 列 式 的 各 列 前 个 元 之 和 相等 , 则 可 做 初等 行 变换 ratrat tre AEIR 05) 
行列 式 中 第 一 行 的 元 相等 ; 再 提取 第 一 行 的 公 因 子 ,使 新 的 行列 式 第 一 行 元 全 为 1, 从 而 为 
后 面 的 计算 带 来 方便 . 若 行 列 式 的 各 行 前 个 元 之 和 相等 ,也 可 如 法 炮制 . 

їл ti ti + 1 it i i 
=1 i 2 $, 8 í š 5 
1 


12 4 s| 
п» жге 1 4 al раа os sa 一 
1 z 2° 2 1 £ 2° s 1 ža z 
证 由 行列 式 的 性 质 和 Vandermonde 行列 式 ,得 
L j 3 1 l $ 1 1 It 1 1 
=1 1 Z З 21 2 5 12 4 8 
її & 19 11 4 15 + 0 5 B 
п га а Í ға a° Í жж 2 
11 1 11 1 1 1 L 1 1 
_ 1 # & 8 1 2 4 8 _ 12 4 8 
тта slo 2 s 12|7[1з 9 27 
2 а a аё l s é а ] a 2° ж 
= 2(z—1)(zxz—2y(zxz— Bs 
即 知 题 中 方程 的 3 个 根 为 1,2,3. 
а b с 
例 3 a.b.c Ry zt + p= ++-q=0 的 三 个 根 , 计 算 行列 式 |c a bl. 
& “ë а 


a KAA a,b,c 是 方程 x 十 px 十 gq 二 0 的 三 个 根 , 所 以 


z + Pa: +9 = leale 0) (х — с), 
比较 上 式 两 端 x? 的 系数 , 即 得 < 十 2 十 c 一 0. 从 而 


| 范例 精 讲 < 


¿ b = atete ts 站 十 加 十 有 
са b алаар, с а b = 0. 
рса b c a 
я =3 1 
==] 5 т —8 ЕЯ 
#14 i MiA; TIHE А = © а g ж 中 元 a5 的 余子 式 和 代数 余子 
0 £ =] 0 
Җ(,у=1,2,3,4),[Ж.: 
(1) An +А Аз Аи; 
(2) 2Аһ ЗА» РАз Р5Аз ; 
(3) Mu +M; 十 Ma + М.а. 
解 (1) 显然 有 
1 1 
An + А» + Ar + Ан = De “Ш- = 0, 
2 2 2 2 
Ü 1 —1 0 


(2) 由 于 2А. —3А» HAs 5А. KRITI |А | 中 第 一 行 各 元 与 第 三 行 对 应 元 的 代数 
余子 式 乘积 之 和 ,因此 
2Аз — 3Аз + Аз + 5Ам = 0. 
(3) 因为 Mi 十 Ma 十 Ma 十 Mu 一 一 Au 十 Aa 一 As 十 Au 所 以 


2 —@ L. =l z.g =й 
_ 1 5 7 1| 1-1 48 1 
| 
0 E =f 1 0 0 0 1 
# =% 0 2 0 Q 
= |1 4 8|= |1 3 8|=—74. 
й Si 251 
Ж ”此 类 题 型 无 需 直接 计算 指定 的 Mi 或 Ai ,而 应 联想 行列 式 的 按 行 ( 列 ) 展 开 法 则 . 


题 型 2 数值 行列 式 的 计算 与 证 明 


| & 0 0 0 
= Ie 3 0 0 
5 计算 Ds 二 | 0 =] l= а 0 
0 0 =] LB * 
0 0 0 =i ае 
解 ” 将 行列 式 按 第 一 行 展开 ,得 
=] 3 


Ü l-—# * 


k = G — xB i — = = (1—=)D, + 2D; 


От 3 章 行列 式 


由 于 Ds 二 1 一 zx 十 x ;DD 二 1 一 x; 因此 
Ds + zD, = Dı + хрз = D: +D: = Di+zxDi=1, 


从 而 由 递 推 关系 得 
Ds хр. +1 26- хрз + 1) +1 = z2C—zD;: +1) —z+1 
25 十 好 一 2 十 不 一 二 十 1 
1 2 3 йа п 
2 1 2 2 p~l 
3 2 1 w as S = 
例 6 计算 л тя р, = 2 , 
n—1 n—2 п—3 = 1 2 


n n—1 n—2 … 2 1 
解 H D, 的 第 i 行 乘 以 (一 1D) 加 到 第 ;十 1 行 (i 一 2 一 1.2 一 2,…,2,1); 再 在 新 的 行列 
式 中 ,将 第 nn 列 分 别 加 到 前 面 各 列 , 得 


1 2 3 5 п—1 п +] t2 #+@ = 0—1 п 
t =ł = 1 ww =L =f 0 = = w = =j 
р,= 1 1 Е. = 1 =i _ 0 0 = ө @ Ba 
1 1 1 =w =] =f 0 0 0 = =й =f 
1 1 1 1 =f 0 0 ө о —1 
= (— 1)"127 (п + 1). 
2а 1 
а? 2а 1 
kà а? 2а 
017 IFE n ИЯ р, = š 
1 
а? 2а 
解 方法 1 将 行列 式 D, 按 第 一 行 拆 成 两 个 行列 式 之 和 ,得 
a 0 а 1 
а 2a 1 а @ 1 
а 2a а? 2а 
D, = + 
1 1 
а? 2а а? 2a 
е Ш 
а? 2а 1 
= ар, + і е 


范例 精 讲 C 


将 最 后 一 个 行列 式 的 第 一 行 的 (一 a) 倍 加 到 第 二 行 , 再 将 第 二 行 的 (一 a) 倍 加 到 第 三 行 ,…， 


£ 但 


将 第 ”一 1 行 的 (一 a) 售 加 到 第 行 , 得 
а 1 а 1 
а? 2а 1 а 1 
д @ + # "s, " 
. . = . =агу 
1 1 
а 


2 
а 2а 


于 是 得 到 递 推 关系 式 D, 二 aD,-1 十 a" ,因此 
D,= a(aD, , +a") +a" = а?0, + 2a" = 
= aD: + (п —1)a" = (n+ 1)a" 
i£ 从 行列 式 的 左上 角 元 或 右 下角 元 出 发 ,寻找 突破 口 ,这 是 行列 式 计算 的 常用 思路 ， 


方法 2 将 行列 式 D. 的 第 一 行 的 { 一 去 e ) 信 加 到 第 二 行 ,再 将 第 二 行 的 (一 子 ) 信 加 


将 第 "一 1 0700 (a ) 倍 加 到 第 行 ,得 


到 第 三 行 …… 
да 1 2a 1 
* бъ 1 p % j 

а а 2 

а? 2a 2 

D, = š А n = а? 2а == 
- 1 ња Q 
d ze а? 2a 
2a 1 
3a 
0 > 1 
:一 
РЕ 8 2a. 34 .4da. „„ „ sm md G+ Da" 
š 2 3 n k 
1 
0 (nt Da 
n 
Ж ”本 例 中 的 行列 式 称 为 三 对 角 行列 式 .方法 1 和 方法 2 是 计算 三 对 角 行列 式 的 常用 方法 
а\ az аз a, 

š та аі aš aš а? 
例 8 计算 ， 阶 行列 式 D.=| S S S ， 
Т? a a? e ат? 


ar а? a3 


解 ” 注 意 到 D, 很 像 Vandermonde 行列 式 . 为 此 构造 n+1 阶 Vandermonde 行列 式 


б" зж 行列 式 


1 1 1 1 1 
а as as an e 
2 2 2 z 2 
а\ аг аз ал £& 
Аы) = | $ š $ š |ж 
2 2 2 2 2 
ат а? аз а” ж" 
1 1 1 1 1 
a qa a а g“ 
aï а? аз ак ж” 


则 
П (а; —а:), 


1<i<j<n 


Ха (z) = П=-аә . 
E D, 是 行列 式 fm (x) 中 元 x”! 的 余子 式 . 
由 上 式 知 а а [[ (aD. Hi Se ORR nHL 列 展开 ,得 


1<i<j<n 
fen Се) Алы + Åz + == + 
ДҮР Anen Сом, = р, 
D, = У, Ы П Kayu); 
i=1 1<i<;j<n 
注 本 题 提供 了 计算 行列 式 D, 的 一 种 新 思路 ; 构造 n 十 1 阶 行列 式 , 使 得 D, RA nt 
1 阶 行列 式 的 一 个 余子 式 , 其 前 提 是 n 十 1 阶 行列 式 的 计算 非常 简便 ,并 且 从 7 十 1 阶 行列 式 
的 表达 式 中 能 方便 地 得 到 р, 这 种 方法 与 升 阶 法 有 异曲同工 之 处 . 
例 9 证明 n(n 三 3) 阶 行列 式 


cos(al — ñ ) 


1 
a Ana a 


cos(al — f2) cos(a1 — В,) 


cos(asz — 1) cos(az — 8) cos(az — fa) | _ А 


соз (а, — Ñ) соѕ(а, — fe) соз (а, — fa) 


证 将 行列 式 D, 表示 成 两 个 行列 式 的 乘积 ,再 利用 三 角 函 数 的 加 法 公式 ,可 得 


D,= 


[cosai 
COsaz 
Lcosa, 


[cosa 


COsaz 


LCOsa, 


СО5а1 


sina) 


sinaz 


sinan 


sina, 


Sinaz 
sina, 


sina, 


[ 


0 


соза; Sina; 0 


cosa, 


sina, 


tak 


0 


cosñ, 


sinfı 


соз 


sinf 


© © 


cos, ] 
sinp, 
cos, cos/> 
sin sinpB。 
0 0 
wn | 0 0 
cosB соз 
sin sinó; 
0 0 
0 0 


例 10 证 明 |” 


ég k 1 а, 
证 分 别 记 上 式 左 、 右 两 端的 TIRA Da MAn. 
当 n=1 hf, Dı =4: =a... 
当 n=2 时 ,容易 算得 D, =ava: Бс 5A. 
假设 п В, О, =Д,. 4 n=k+1 时 ,将 De 和 Ati 先 按 第 一 行 展开 ,再 将 展开 式 中 第 
二 个 行列 式 按 第 一 列 展开 ,得 


аз b; аз bs 
с аз “ж Сз ала "= 
D, = а РА ë = bici š “ = ар, aii bici Dea . 
` ` Š * ` b, 
Ck ањ G ан 
az бәс: as bacs 
1 аз А а =. 
At = а Ë Ë = бус\ š & = aiAi — biciði s» 
к bick * ~. хс 
1 am 1 ат 


所 以 由 归纳 假设 知 Deni 二 Art1, 从 而 对 任意 7 二 1,2,… ,都 有 О, = A, 成 立 . 
Ж ”对 于 没有 指明 阶 数 的 行列 式 ,首先 要 确定 行列 式 的 阶 数 . 


1+а aja ~ аа„-\ аа 
азау 2+a = azanı aza, 
例 11 Жл MTIR D, = | + 5 ч 
aiei aias ne а-а, 
anāı аа; ~ а,-1а, паз 
解 ”把 行列 式 D, 增加 一 行 、 一 列 变 成 一 ш D, 等 值 的 2 十 1 阶 行列 式 
1 а аг йы а, 
0 1+аї аа ~ алал аа, 
D, = н wn 2+а … аза аза, 


. 


Ü ата ааг ™ (a= Fadi aa, 


0 а.а аа» aas а.а „1 п+а? 


将 第 一 行 乘 ( 一 a;) 加 到 第 i 十 1 行 G==1,2,…,n) ,再 将 j 十 1 列 乘 池 加 到 第 一 列 j 一 1,2,…,D ,得 


1 a аг Äri 0 
— äi 1 0 0 0 
етая 
аы 0 0 п—1 0 
==. 0 0 0 п 


O 行列 式 


1+5, ar ағ а, 

1 

Е 0 1 0 Е fa 

= { a š =à t AF) 
0 0 0 = n 


题 型 3 抽象 行列 式 的 计算 与 证 明 
例 12 Hæææ- p BHW На е а В.|=а. |а а: В: @|= 
5, 则 行列 式 |@; е а В.В: |= 


解 因为 |@: е æ BP:|=— 1а а: В: а | 一 一 0, 所 以 
le е а BiB:|l=— ea æ а; В.В: | 
ЕБ la. с а; В! [= la. ас а; В: | = р—а, 


注 利用 行列 式 的 初等 变换 性 质 是 计算 行列 式 的 一 个 基本 方法 . 
例 13 ИБИ А = |а е es | 一 2, 计算 行列 式 

Іа +е ja еа +-3е ra ala 16а: |. 
解 ”因为 


L + | 
[аа+@+а е 3a L 9a а 1а l6a]— а е ef: Я | 
i Š 


16 
所 以 
j 1% 
la те тев а Зе 95а а-+1а@-<+1б6а|=|а а æl 3 4 
1 9 16 
= 12. 
注 利用 行列 式 的 乘积 法 则 计算 行列 式 也 是 一 个 非常 好 的 思路 . 
20 11 
例 14 已 知 矩 阵 4=|0 1 D ASMER в янзлан 
1 2 —1 


| 了 | 一 
f THA 2 B—A—4B=2E, #lCTA+2E)(A—2E)B=A+2E.,. k 
| А+2Е|| A—2E || B А +2Е |. 
容易 算得 |4 十 2 已 | =950, |А —2Е|=1,81В|=1. 
例 15 REE AB 5 :.Н |A|=3.|B|=2.|A-!-+B|=2,WJ|A+B '| 
Ж 因为 


А +В = (AB + E) B = А(А + B) В", 
所 以 


14 十 B |=] A || Aœ +B || В |= 3. 
#116 设 A4=[a;j 是 三 阶 非 零 实 和 矩阵 .Ai; 为 ai 的 代数 余子 式 , 基 aj 十 As 一 0(i,j 王 1， 
2,3), |А]. 


范例 精 讲 Q 


解 шШа»ӊ-+А„=0 Я А; =— a; Bi 
A" =—A", 
两 边 取 行列 式 得 |A4" |=|—AT|, BA] =— A|, М 
|А|(|А|+1)=0о. 
又 А=[а» р = ЗЕ ЭСИ, ДОРУ oa 天 0, 则 
| A |= anAn TarA БазАз (ah +а + аїз) < 0, 

Ш |А|= —1. 

0] 17 А.В.С.р 都 是 2” 阶 矩阵 ,证 明 


А В (1А |10 —САТ'В|, А й, 
С ока е. щ р пуй, 


证 ЧА пеН, РВЕ ЕВА E AE AR E C fB M E i 


| i ji g k - | 
=CA7 BILE D 0 Ю—СА—В 


上 式 两 边 取 行列 式 ,利用 分 块 三 角 行 列 式 的 性 质 , 得 
А В А B 


=| A || D—CA" B|. 


C D 0 D-—CA`”B 


єр 可逆 时 , 同 理 有 
Ё с p "| Ме | 
0 Е cpl с р” 


А В 


从 而 
4 一 BD-C 0 


=| D || A— BDC |. 


c€ D C 
18 设 A.B 分 别 是 m Xn H n X m EREA 为 任意 数 ,证 明 

à" |АЕ„—АВ |= А" |АЕ„—ВА |. 
证 因为 


s la sl led ж» a 
bl ah 


a et e жа жеш 


两 边 取 行列 式 ,得 


所 以 


М": 


ЛЕ „- АВ 0 


=B АЕ, 


©; 第 3 章 行列 式 


故 
X |2E,—AB |= 2” | АЕ„—ВА |. 
Ж 当 ) 王 1 时 ,| 已。 一 4B| 一 | 五 ,一 B4|, 这 可 以 作为 行列 式 计算 的 一 个 公式 . 


аї 1 十 aiaz … 1+aa, 
1 十 azaa aż se 1+ аа 
例 19 计算 р, = 
1+аа\ 1+ааз ~ aš 


解 根据 例 18 的 结果 ,有 


l a 
l ага 1 = 1 
D,= < 17 E,— |. . [ | 
: : а\ а; * An 
1 а 
1а 
1 1 we 1 1 а; 
= (—1)"|Е;— [ | . Ë 
а а; * Qn : : 
l &é 
下 一 和 = >a, 
= (一 "| , © 
= >a, $= >a 
= izi 


0" [а-(1 Sia) arl 
题 型 4 伴随 矩阵 的 计算 与 应 用 
例 20 А WEMA НА =. 


(+ ) -io4' | 


=s 
й |(+А) 10 A* |=|3A-!—10|A|A-!| 


ES W T. a e r a | 16. 
BE 当 题 设 条 件 与 4" ARM 3 pp 83] йл AA" =А'А=|А|Е 来 处 理 . 如 果 信 可 
逆 , 则 4* 一 |414-, 即 4 与 4 ! 只 相差 一 个 常数 . 


111 

例 21 ананна | 2 1 | RRAN. 
113 

i H A's ТААТ САТА = AT lA. X 


й 
= 
ыы 
l 
r— 
=: = ы 
= t = 
ә m ы 
© о = 
onmo 
= о о 
L 
° 
= 
© 
| 
= b 
= 
w= о юе 


范例 精 讲 © 


所 以 
Ë „ф 
2 1 Z 
А = | –1 1 0 |. 
L. S 1 
2 9 @ 
而 14 | 三 2, 故 知 
5 一 2 一 1 
(А) = |А |А = |—2 2 0 |. 
—1 0 1 


—2 0 0 
例 22 шла ana амаа вас 0 1 "za 
00 —2 
解 H|A'|=|A|2=4,|A|>220,48|A|=2. 又 由 ABA' 二 34B 一 10E ,得 
А'АВА "A= 3A'ABA —10 A'A, 
即 2B=3BA-—10E,ñk B=10(3A—2E) `. mi 


f — 0 0 на 
А = ТА = 0 + als a= | оол о! 
5 TER 


因此 
2 


=Ë Жы “м 
=: = 
О.Г 
= 2 


E xT 22 EB 2 46383. — ЖЕ х A RHIA f ЕЕЕ. УА ЫС 
出 来 ,得 到 未 知 矩 阵 的 表达 式 , 最 后 再 代 值 计 算 . 


В = 10 (ЗА — 2E)™ = 10 


1 1 —1 
例 23 设 4=|-1 1 1 Bax [+A' ) 二 8A-!X 十 EE, 求 矩阵 X. 
1 — 1 
Е УА |=4520. 7 А 可 逆 . TIHA" = |А |А'=4 АТ! ,得 
Tah = ys = 二 EE Ж РЕР 
(#4') = 024) =|?А | (А71) = Гат" 274—4 


ЛА ЕЗГЕ 19 ДА ХА = 8А 'Х+Е, М АХА =8Х +A. tk 


Х(А—2Е) = Та. 


由 于 
e. =й 1 0 O 
сај — 4 0 1 0 
4-28] | 1—1 = о o 1 
[ А | т Y= e = a? 
— л 4 о о —1 
їеї 1 j б @ 


© 第 3 章 行列 式 


因此 


x ГА (А 28) 


1 0 
O Ш. 
0 0 


Ж 在 计算 X(4 一 2E) 一 十 4 W. R k А2097" ГАТ, q R 


摘 将 | (4 一 2E) тА] 中 的 (4 一 2B)T 化 为 单位 矩阵 , 则 Тат 就 化 为 XT. 


题 型 5 用 行列 式 判定 可 逆 和 矩阵 
例 24 
证 


WE BH n] y E = fA EE RE KI EBE E Е fA EE Е. 
in: E= АЕ А = ay PI a КИВ ЕКОЛ G j=l, 2, 


,7n), 则 当 


IKj<i<Kn Hf, a; 二 0, 因 此 当 1<i<jn 时 ,a; 的 余子 式 Mi; 仍 是 上 三 角 行列 式 , 且 其 主 对 
角 元 必 有 零 , 于 是 M; 二 0, 从 而 А =0(1<;¿<j=<n). 所 以 


An Аз 
an l а. 1 |Ав А» 
Ae asar s E 
Аһ Az 
是 上 三 角 和 矩阵 . 


Аһ An Ал Am 
Anz ji Аз Anz 
:| ТА] i 
Аһ Аһ 


注 Fig E = }] 2E 1%] 4# $E 45 ЖОЕ = fg ЕГ, Ti J = f £E B 65 1# E En 2 T = f 
ЖЕ. £ , >J i аа 05 2 ЭБ EAD ЖЯ] f Еф. 


例 25 
证 AXA =B ,所 以 


设 A,B Hn WER. НА =B. |А 52 1В| WEH A+B тр E E. 


| A|| A+B [= 1 А +АВ |= | В? +АВ |=|A+B||B|, 


HJ 


(0ЦА|—|В|)|А+В|=0, 
从 而 由 |A| 冯 |B| 知 |A 十 B|= 二 0, 于 是 А-В EAS u] i i B. 


例 26 
00 0 
00 0 
0 0 k 
0 0 0 


0 
0 
0 
1 


设 A 是 主 对 角 元 均 为 零 的 四 阶 实 对 称 可 逆 和 矩阵 , 且 


k> 0,1> 0. 


(1) 计算 | 五 十 4 了 | ,并 分 析 A 中 元 满足 什么 条 件 时 ,E 十 AB пуй; 
(2) 4 E+AB пи, ПЕ (E-+- AB) А 为 实 对 称 矩 阵 . 


解 
1 


E+AB= 


о о 


ооо 
1 оо 
0 1 0 
0 0 1 


© 


(1) EA=[a;]oa M] a =0G=1.2.3.4).a; =a; (i 关门 ,从 而 


аъ аз йай|[0 0 0 0 
0 аз аз||0 0 0 0 
аз 0 амз||0 0 k 0 
аһ as 0 0 0 0 / 


范例 精 讲 5 


1 0 kan law 

_ |01 kas lan 

тоо 1 Ea 
0 0 аз 1 


FÆ |E+AB | =1— klas: k 4 аза ийт, ЫН, E+AB 可逆. 


(2) H A #l E +AB 可 逆 , 有 
(E+AB) A= [А (E+ AB)] 7 = (A + В)". 

AX A,B HXI EREE PAT A 1 В, (А-В) РН ИЕ. M mi CE+ AB) A 
为 实 对 称 和 矩阵 . 

+ 两 实 对 称 和 矩阵 之 和 仍 是 实 对 称 和 矩阵 , 实 对 称 矩 阵 的 逆 矩 阵 是 实 对 称 和 矩阵 . 

题 型 6 Cramer 法 则 的 应 用 

例 277 若 一 元 nn 次 方程 ao 十 qz 十 azz 十 … 十 anx" 二 0 有 nn 十 1 个 不 同 的 根 , 证 明 ао 
az 十 azz2 十 … 十 az 三 0 

证 W zyzs，…zstl 是 题 中 一 元 半 次 方程 的 2 十 1 个 互 异 的 根 , 即 


2 
а Бал Hari 十 … 十 anzi 一 0， 
2 
ao Haix: + azxz +e + anx? =0, 
ао аль Harzin +e +H arin = 0, 


将 上 式 看 做 以 ao ,al,as，…,a, 为 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 DD 是 nn 十 1 阶 
Vandermonde 行列 式 的 转 置 .由 于 ziyzz,…'znofi 互 异 , 因 此 万 天 0, 故 由 Cramer 法 则 知 上 
述 齐 次 方程 组 只 有 零 解 46 二 a 二 as 二 … 二 a 二 0, 从 而 ao 十 arzt 十 azx 十 … 十 anx "三 0. 

例 28 证 明 三 条 不 同 的 直线 

ах +by+c=0, bz=+cy+a=0, ст+ау+Ь=0 

相交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 a 十 b 十 c 二 0. 

证 必要 性 . 设 所 给 三 条 直线 相交 于 点 M tsyo) W х= лоу уо. 21 可 看 做 齐 次 
方程 组 


bz + cy + az = 


> 十 如 十 cz 一 0， 
cr 十 ay 十 bz 一 0 


的 非 零 解 ,从 而 其 系数 行列 式 满足 
а b е 
B ë ë Z (a +b+-O)[(a b? (6с)? e—a] = 0, 
є а & 


因 三 条 直线 互 不 相同 , 故 ab c 不 全 相同 ,所 以 < 十 0 十 < 一 0. 
充分 性 . 如 果 a 十 6 十 c= 二 0, 则 将 方程 组 ( 工 ) 


ах 十 by =— с, 
бх 十 cy =— a, 


er 


Hay 一 一 


人 行列 式 


的 第 一 ,二 两 个 方程 加 到 第 三 个 方程 ,得 同 解 方程 组 (二 ) 
a +by =—с, 


bx 十 cy =—a. 


车 方程 组 ( 卫 ) 的 系数 行列 式 ас—5%=0.Ш ас=Ь°2>0. H b (a 十 c) 得 
ас = [— (a +ec)J]°* = а®*+2ас + с, 
FE ас= —(а*+‹)<0,АПП ac=0. Ж a=0,H b =ас {5 b=0,B8H a+b+c=0 19 с=0, 
与 已 知 矛 盾 . BC EH С Пу) ВТК AS AE. 由 Cramer 法 则 知 ,方程 组 (本) 有 了 唯一 解 ， 
从 而 方程 组 CI) 有 唯一 解 , 即 题 中 三 条 不 同 直线 相交 于 一 点 . 
题 型 7 和 矩阵 秩 的 计算 与 证 明 


1 a a се а 
а а = a 

#J29 设 (二 3) 阶 矩阵 4=|a a 1 … а |.такА=п—1. айу 0 Л 
a а a = 1 

(A) 1; 85:2; СС) —1; 052 


1—п' Со 
解 先 将 |4| 其 他 列 都 加 到 第 一 列 ,然后 提取 第 一 列 的 公 因 子 [(n 一 1)a 十 1], 青 将 第 一 
列 的 (一 qa) 倍加 到 其 他 各 列 ,得 


| A [= (1— а) – 10а +1]. 


H rank A=n—1, %1 |A| =0, Мій а=1 sk а 


1—0 


当 а=] 时 ,rank 4 王 1, 不 合 题 意 ; 当 а= т rank 4 一 7 一 1, 故 选 (B). 


n 


#130 设 4,B ул АЕ. MJ [ 1] 
(A) rank[A AB]=rankA; (B) rank[A ВА]=гапКА; 
(C) rank[A B]=maxí(rankA.rankB); (D) rank[A B]=rank[A" ВТ]. 


解 j АВ=С, MEENE AX=C A fit X = B. Ke 
rankA = rank[A C] = rank[A AB]. 
所 以 选 (A). 


CB) 不 成 立 的 反例 : 4= |, e-i | 


(C) 和 (D) 不 成 立 的 反例 : a-f; 2 = RB °]. 


1 28 1 
® -i Ё Š 

例 31 设 4=|0 1 1 3|,# rank A=3,JlJ k= 
L 一 二 Ü á 
2 фо 5% 


# hF rank 4 一 3, 因 此 4 的 所 有 四 阶 子 式 全 为 零 ,特别 地 A 的 前 四 行 构成 的 行列 式 


同步 练习 Q 


满足 12(1 一 k) 二 0, 解 得 & 二 1. 
例 32 ite Ву 3X1 JEKE .A=aa" 二 pp ,证 明 : 
(1) rank А<2; 
(2) Ж В =ka. 1 rank 4 一 2. 
证 C) 因 @,p 为 三 维 列 向 量 , 故 rank(aa')<1.rank(8g')< 1, T kE 
rank(A) = rank(@@™ +BB < rank(aa `) + rank( 即 7) =й. 
(2) НВ = а. íH A= O +k’ aa ;从 而 
rank А = rank[ (1 + А2) аж] < гапк(авт) < 1 < 2. 
Ж x+ Z B 4k , 5 }, 29 Ж Л] ЗЕ Bb 65 25 48 358.2 3 k 65) + $ <. 
133 设 三 阶 和 矩阵 4 WE A= E.A + E. BE] 
[rank(A + E) — 1]J[rank(A — E) — 1] = 0. 
证 H AZ+E,W A+EZ=0,A—E=0, В 
гапк(А +E) >1, rank(A—E)> 1, 
又 由 A 二 E, 得 (A 十 E) (4 一 E) 二 0, 于 是 
гапк(А + E) + rank(A — E) < 3, 
从 而 rank (A+ E) #ll rank(4 一 已) 至 少 有 一 个 为 1, 因此 
[rank(4 + E) — 1]J[rank(A — E) — 1] = 0. 
例 34 若 A,B HAREE, ПЕН гапк(АВ — Е) <гапк(А — Е) +-тапк(В — E). 
证 ”对 分 块 矩 阵 做 两 次 分 块 倍加 行 变 换 , 得 


| | Ë Е AB | | Е АВ а 
0 В — Е 0 B—E A—E АВ-Е. 


所 以 
А – Е 0 1 
гапк(А — Е) + rank(B — Е) = | | 
0 B— Е 
А—Е АВ – В 
= rank | |> rank(AB — E). 
A—E AB—E 
ERZA 
1. 填空 题 
í 12 1 
| 1000 д 
(1) k D= > q Ü 3 ,A 是 DD 中 元 ;的 代数 余子 式 ,; 则 Ay 十 Asz 十 Ass 二 
4 5 1 2 


(2) 设 4 是 三 阶 矩 阵 ,|14| 王 2. 则 |24 一 | 一 Р 


(3) ЖА HEIER, lA] 1м (Za) ` 124" | 


Олы 行列 式 


АТ 
(1) Ж А.В уп иши. lama: Bi вони | ||- 
о B` 


(5) 设 已 知 |4|==3, 则 | (P71AP)*|= СЕ ТЕЗ ВО. 
111% 

(6) 已 知 4 王 | 2 a ‚в 为 三 阶 非 零 矩阵 , 且 BA=0 , 则 rankB 一 
42 а 


(7) 设 三 阶 和 矩阵 4=[el е е 1.В= [ав а: е]. С=2А В. НА |= 1, Д] 
lel= 


] 1 一 2 17 A 0 
(8) a=] | 4=| ， | B= | L 
= 2 1 0 As 
k T Я 
(9) EL MI Br BE A 的 逆 和 矩阵 为 4 一 一 [ 2 мазе 
L 1 Š 
1 1 11 
(10) 设 : | 2 назе jt 
її 8 


2. 单 选 题 


(1) а-а-а 83Х1[#.А=[а@ а; @;],B 一 [@: 2а а а;].#:|А|=3.| 


(A) |B|=3; (B) |B|=6; (© |B|=—3; (D) |В|=— 
(2) А 为 ， 阶 矩阵 , 则 |1414 ?| 等 于 
(А) |A|2; (B) |A|"; (О) laas @ў Jaa, 


(3) ЖА пу, K A KBA ma aB . WJ 
(A) Ж A 的 第 二 列 加 到 第 一 列 得 到 B”; 

(B) ЖА" 的 第 二 行 加 到 第 一 行 得 到 B* ; 

(C) K A 的 第 二 行 的 (一 1) 信 加 到 第 一 行 得 到 B* ; 
(D) 将 A" 的 第 一 行 的 (一 1) 倍 加 到 第 二 行 得 到 B* 
(4) A H n Е. ДС-А)" 等 于 


(А) =A"; (В) А*; © (Ар йс” де, 
(5) 设 A,B 为 n 阶 矩 阵 , 则 下 列 结论 正确 的 是 

(А)|А+В|=|А|+|В|; (B) |АВ|=|ВА|; 

(C) АВ=ВА; (D) (A+B) !=A +B”. 

(6) 设 A 为 n(n 三 3) 阶 矩阵 ,k 为 常数 , 且 关 0, 士 1, 则 必 有 (kA)' 等 于 
(А) РА"; (В) АА"; (С) АА"; (0) p tas, 


1 


(7) 设 三 阶 行列 式 |A| 二 0, 且 1 


1 
| 1 -emas 
1 1 


1 = 
(А) 1 ; (B) =] ; 
1 —8 =i 2 
1 =f 
(СУ |—2 1 ; (D) В =1 
1 = 


(8) 设 n 阶 矩阵 A,B 等 价 , 则 必 有 

(А) 34|A|=a0 8, |B| =a; 

(В) %|A|=a=0 RF, |B|=—a; 

(C) |A|Z0 BF, |B|=0; 

(D) %&|A|=0 B, |B|=0. 

(9) REE А = [a; lx ЖА" 一 4T,aa 一 az 一 aa 之 0, 则 an М 


сл, (В) 3; © 4, (D) v3. 
D =- 
(10) 设 分 块 算 阵 4 一 | q. Jm 
(A) |A|=1; (В) |А|=—1; 
(С) |А|=ф 1105; [DJ 41—19. 
3. 计算 下 列 行列 式 : 
a= шу 47r а? ab b: 
(y ж 5—0 | (2) [2а а+Ь 20|. 
єє py &-—Е 1 1 1 
1 =j 1 #1 
= 1 Fl ~il 
4. 计算 四 阶 行列 式 
#—1 1 = 
sI + 1 =“ 


5. 证 明 奇 数 阶 反对 称 和 矩阵 的 行列 式 为 零 . 


6. 计算 n 阶 行列 式 : 


a 1 Ü 
0 a 1 
(1) A : s 
0 D 0 
t= p 9 
х az a, 
a x a, 
(2) ar аз = als 
a a = 


0 0 
0 0 
а 1 
0 а 


一 行列 式 


wl ayay s дуй 
дэлі ratl … az, 
(3) 2 
2301 2502 +1 
а x z #@ 
y а»-1 е z 
(4) ; 
# x az r 
kd F == F р 


7. 设 А=[а HENE, AH A 中 元 a5 的 代数 余子 式 , 且 Aj = ajsan #0, WEH A 
пуа, A|. 
8. Йа.В.у53Х1Ж[#.А\=[@ В 7],4:=[28 38 7], 若 |4:|=2, 求 分 块 行列 
0 А; 


Ms | 
1 1 —1 
9. ж А=|—1 1 1 |, 和 矩阵 X WS A X=A-! 十 2X, 求 XX. 
1 一 1 1 
£ 1 23 
0 1 —11 _ 
10. А 的 逆 矩 阵 为 4 = ге 83 ,为 4 中 元 凡 的 代数 余子 式 , 求 Ax + 
0 1 — 2 


2Ам Ала. 
11. ЖА улп WEE ep уп Х1 矩阵 ,为 常数 ,记分 块 矩阵 


_ [А В _ ГА В 
в- [5 0], с- [4 #] 
(1) 计算 1B|; 
(2) 证 明 C 可 北 的 充 要 条 件 是 @ А 8522. 
сй» 
一 、 填 空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


1. 已 知 三 阶 和 矩阵 A КЕЕ УА = | 


Б: м ы 
w e м 


1 
2 
1 


Е 


3 0 4 0 
2 

2. # D= в ; 则 Ma 十 Me 十 Ms 十 Mu 一 
2 


单元 测验 К; 


L 8 2 k @ i 
3. 9 D = |7 2 3D 0 一 1 0|,D =D:,MWJ à 
3 5 5 = 0 à 
4. R A,B Уп МҮШ .|А|=3З,|В|=—2.,Ш |2 A*B™ |= a 
1 —1 1 
ЕЕ 1 на Я 
1 一 ! 1 


б. 设 4 为 ax 过 2) 阶 矩阵 ,14| 一 < 天 0, 则 |147 |A | = š 

二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

1. 设 4,B,C 是 同 阶 方 阵 ,下 列 说 法 正确 的 是 [ 1] 
(А) #А*=0,Ш A=0; 

(B) # A Tič, H. АВ=АС, W] B=C; 

(С) (А-В) =А? -2АВ-+-В?; 

(D) # A =A, А=0 sk A= E. 

2. А.В Jn (n>1)Bn] АЕ. 为 非 零 常数 , 则 下 列 结论 正确 的 是 [ 1 
(А) (A+B) !=A +B `; 

(В) MB 


(C) [&aD =A]; 

(Dy [ABJ = "Yr CB 
ab b 

3. 设 三 阶 和 矩阵 4 王 | a 6 rank 4 一 2, 则 必 有 [ 1 
bb a 

(А) a=b X а +2b=0; (В) a=b яў а +26520; 

(С) a#b Ra +2b=0; (D) a#b H. a +26520. 

4. 设 n(n>= 2): H E A Ай, WJ 【 1 

(А) (A')*=|A|"”'A; (В) (A')'=|A|"H'A; 

(С) (A")*=| |А |"?А; (D) ‹А*)* =|A|” A. 


Ал 十 zz 十 zzs 一 0， 


5。 齐 次 线性 方程 组 4z Ало i=, 的 系数 矩阵 记 为 4, 若 存在 三 阶 和 矩阵 B> 0, Ñ: 
1 十 zz 十 zs 一 0 
得 AB 二 0, 则 сл 
(А) 一 一 2 Н [В| =0; (В) 4=1 ВН [В| =0; 
(С) = —2 Н [В |50; (D) 4=1 Н ІВ |50. 
Ü А” 
6. 设 4,B 均 为 二 阶 算 阵 , 若 141 一 1B| 一 人 则 | р ‚| 为 [1 
0 iB” 0 kB* 
(A) [ } (B) [ 上 
РА" 0 ГА 0 


еы 行列 式 


0 ІА" 0 kA’ 
(C) [ . |: (D) [ . | 
ЕВ 0 IB 0 
1 а й 21 
1 аж аў т? 


三 、(10 分 ) 计算 行列 式 D,+i 一 


1 
0 一 2 一 2 一 2 
11 £ ¿“3 
A —1 2 — 4 
四 、(10 分 ) 设 行列 式 D= Ай ем g | ', 求 了 中 各 元 的 代数 余子 式 之 和 ， 
一 1 8 一 8 16 
зоо 
五 、(10 分) 设 和 矩阵 4=|3 2 0 |, Н 84 十 A" ХА =8АХА +8E REH X. 


38 8 
六 、(10 分 ) 已 知 2n 十 1 ИЕА ААТ Е.Е |E—A’ | =0. 
七 、(12 分 ) BA AS=[a;] ER” W |А | =1,азз 1,454 二 Ay(i,j 二 1,2,3) ,其 中 
Ai 为 元 ai; 的 代数 余子 式 , 且 b= 二 (0.,0,1)", 求 方程 组 Ax=b 的 解 . 


A 
八 、 (2 分 ) А.в. п ИЕЛЕ мА а | 可 得 的 充 要 条 件 是 4 
пй, эң M 可 道 时 RIEM. 


eiim 
p 
(A) 
2. 计算 下 列 行列 式 ， 
l—a a 0 0 0 
ч. б а 0 0 
(4) 0 =1 l=w a 0 
0 0 -= l= a 
0 0 0 == 1—а 


解 〈4) 将 题 中 的 五 阶 行列 式 记 为 Ds , 按 第 一 行 展 开 得 到 递 推 关 系 式 
D; = (1—a)D, +aD;. 

方法 1( 递 推 法 ) 上 式 可 变形 为 D, —D,= —a(D, —D.) ,于 是 
Di 一 1 一 a， 
D, — D. = а?, 
D; — D, a(D,— D.) a 
D, — D, (C—a)° (D, — Di) ач 
D; 一 D, = (~a) (0, —– р) а, 

将 上 述 五 个 式 子 左右 两 端 分 别 相 加 .得 到 


— 
Ds =—a’ +а* — a Ба? —а+1. 


方法 2( 数 学 归纳 法 ) 由 前 可 知 Di=1—a,D:=1—a +a’. 


假设 D, = У) (—а)'(#<<п—1) 成 立 , 则 


i=0 


m m2 
D.= (1—aD +аБР„ = (1—a) У) (—а)#+а У) (a) 
i=0 i=0 


n—2 m2 
(1—а) а)" + (1—4) >) (a) +a >; C—a)' 
0 


i=0 = 


n—2 n 
(а) 6 Са) + У) Cay = У) Са), 
і=0 


ШС Е k= n ШАШ зу. РАЈН D; = У) Са)". 


注 第 (4) 小 题 中 的 五 阶 行列 式 车 改 为 nn 阶 行列 式 , 仍 可 用 这 两 个 方法 来 求 . 
14. ЯТ n ITIR: 


æ =f 0 0 0 
0 # =] 0 0 
(9) | С - $ 2 |8 
0 0 0 £ == 
аһ безл j m аз х+а\ 
5 3 
253 
(4) F ” 
TE 
2 5 


# (3) KRKY n WITIR D, 按 第 一 列 展开 ,得 Da = р, Han ЇЙ 
D= zD, +i 
= zD; ++ a, 


= z'D, s Haret’ Балх +a, 


=A Di Бах += Бах +a, 
= х" ах" +e Бах +а,. 
(4) Жыш р л MITI D, 按 第 一 行 展开 ,得 D,=5D,-, —6D,-, + № 
D. = 20, = 300,1 = 20,2) 
300, 2—20, ,) = * = 39200, — 2р), 
В р, =5,0,=19,# р, —20,_,=3", РЖ 
Р, = 3" +20, 

= 3" +203"! 2р, s) 
3200314220), 
З 008-07 08774-80, а 


у= 3 章 行列 式 


= 3" IRI 十 2 3" 十 十 多 HD 


= 1374-02 ХЗ r 0372 4 070 3° 923 545 
=. з" — 2” 


b 
15. 计算 四 阶 行列 式 i 


а c —b —a 
ЯЕ ТОШНИТ ЈК УА |. ДААТ = a tHo +e + d2)E, M 


|A [* (а? b: ce Ф 
即 
[А [= (а +0? +e + а°)°. 
显然 ,由 行列 式 的 完全 展开 式 知 14| 中 含有 一 a , 故 |A| lato titty. 
1 1 1 1 
Tı T2 Xs 24 


16. 计算 


208—1 Zl 1 Bail 
421—321 413 —3аз 423 —3аз 421—321 


f ” 记 题 中 的 四 阶 行列 式 为 Da 


1 1 1 1 
лі Xz T3 Ta 
Di 一 2 2 2 2 2 
xi 22 23 Ti 
А21 — Зал 442 — Заз 4лї—3лхлу 421 — Заҹ 
1 1 1 1 1 1 1 1 
Tı T2 Хз 44 Tı T2 T3 Tu 
= 8 ; ож оа © 5 2 
її 22 2з ла Ti 22 Xs T 
Ti 13 2% ай Tı T2 T3 24 
1 1 1 1 
2р à y Tı 
ag 2 2 2 2 | 一 8 П Caj = x) 
Ti T2 T3 Ti 1<i<;j<4 
2 a аз 2 


п n— T 

1 m a ат? ay t> 

а\ 

К 4р2 

1 а а = аў? а 

17. 计算 ай, 

=£ ¿CA m 

1 < œ ат 2 an 1 十 一 


解 ” 记 题 中 的 阶 行列 式 为 D,. 则 


1 а а s їй” 
l a a а? аг 
1 ағ а а? ат! l аз а + ат 
B= реа h a E 
1 ë G > as. I i 
1 à ай = а" 
a at al s ар! 1 
11 1 la а а а! 1 
Cai —a;) 1 ° ы r x 2 Ой 
1<j<i<n аа; а Ё : : š A 
а а аб s аі 1 
ia =a i бага 
1<j<i<n Q142"”“"Qnl<j<i<n 
- (1 HIer L) П (ma) 
ї=1 Qi /gj<ign 
з —5 2 1 
| L + ф = 
18. £ D= ‚Ж An +А tAn Ац. 
=f 3 1 3 
£ = a 9 
解 ”根据 行列 式 D 可 知 
1 1 1 1 
ña bA a ba = |P 09 
1 12 13 = =} 3 1 3 == 
2 =£ =] = 
k 1 1 1 
jJ & L $ 
19. ЖА= ‚Н rank А=3.,} k. 
11# 1 F 
її 1 Ë 


解 ” 由 rank A=3 ЯА 


解 得 k= 一 3 或 1. 
4 k= —3 BF, rank A=3; 4 k=1 时 , rank A=1Z3, 不 符合 题 意 . 因此 k= 一 3. 
1 a a 
1 * : 
20. it n MERE A= Р 的 秩 为 n 一 1, 且 nn 宇 3, 求 参数 a. 
a a 


| 二 0, 从 而 
| А |= (&+3) (Ё—1)* 


解 ” 首 先 算出 |A|=[1 十 (x 一 Daj(1 一 a)"™!. 


1 


由 rank А 


1 知 |4| 


п 


0, 于 是 a 二 1 或 a 


I= 


&@ 行列 式 


当 a 二 1 时 ,rank 4 三 1 ,与 条 件 相 矛盾 . 
"a= TA 的 一 1 阶 顺 序 主子 式 不 等 于 0, 从 而 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 为 


7 一 1, 即 rank А=л—1. 所 以 а= WAR. 


21. ЖА 是 n WER, WE АА =E, |A| <0, R]A+E]. 
解 ШААТ=ЕЖ 
|A+E|=|A+AAT|=|ACGE+AT)|=|A||E+AT | 
|A|J|(E+A)T|=|A|J|A+E|, 


即 
(а—|А) [А+Е |= 0. 
Хн |А|<0 Ж 1—|А|:>0,Ж|А+Е|=0. 
22. 对 三 阶 矩 阵 4 的 伴随 矩阵 4 , 先 交换 第 一 行 和 第 三 行 , 然 后 将 第 二 列 的 (一 2) 倍 加 
到 第 三 列 , 得 到 一 E, 求 A. 
解 ” 由 题 设 条 件 知 


从 而 


于 是 


о 0 —1 
siaran | 2 一 1 |; 


=] 0 0 
而 14|1: 王 |14* |=1, 故 |4|= 土 1, 因 此 


—1 0 0 
0 A 

23. A.B ння A| =, !\в\—з.Ж | (ommen. 
B 0 


解 МЖА" = |AJA ', 且 


0 A A 0 
=(—1)* =|А||В|=6, 
B 0 о в 
所 以 
|" "| 0 A E T h "| Ë ji 
= = 6 = 
в 0 в ов 0 Ге U W 3A 0 


习题 选 解 > 


B 
|-\яр—св. 


А 
24. А,В,С. 都 是 ПЕ ,A n]: ,АС=СА ,证 明 Ep 


B 
ж мзш 站 | 艇 分 所 信和 加 行 变换 化 为 分 类 上 三 角 短 阵 , 即 


Р a Г В ] 
ср @ =C p+ 


从 而 由 AC=CA ,可 得 


4 B| |4 B 
c D| |0 —cAB+D 
| А ||— CA B+ р |=|—ACAB+AD | 


|—CAA™B+AD |=| AD —CB |. 
25. Ж A.B EJ n MER. Н ABA = B ,证 明 
гапк(Е — AB) + rank(E + AB) = n. 
证 ШАВА=В ' 得 ABAB=E, 即 (E 一 AB)(E 二 AB) 一 0, 从 而 
rank(E— AB) + rank(E + AB) < n. 
HICE—AB)+(E+AB)=2E, й 
rank(E — AB) + rank(E + AB) > rank(2E) = n, 


所 以 
гапк(Е — AB) + rank(E + AB) = n. 
26. А Уул WIERE ,n=>2, ПЕНЯ 
n, rank A=n, 
rank A* =41, rank A=n—1, 
0, rank А<л—1. 
证 ` rank A=n В. |А |520. | A* | =]A| "0, PVA rank А" =n. 
当 rank A=n—1 时 ,A 有 一 个 ?一 1 阶 子 式 不 等 于 0, 故 4 720. 6 rank A” 21; 由 rank A<n 
Я |А|=0,)АШ АА” =|А|Е=0.й rank А" <`л—гапК 4 一 1 ,于 是 rank А" =1. 
当 rank А<л—1 时 ,A 的 所 有 n—1 阶 子 式 均等 于 0, 即 A" 一 0, 故 rank А“ =0. 
27. 设 有 方程 组 


(a + 3) 21 22 213 = а, 
ахі (а — 1)z+ + 23 а. 
Ié + 1) ахз а + 3)<; = 3, 


讨论 a 取 何 值 时 ,方程 组 无 解 ` 有 唯一 解 \ 有 无 穷 多 解 , 当 有 无 穷 多 解 时 求 出 通 解 . 
解 ” 不 难 求 得 方程 组 的 系数 行列 式 
a+3 1 2 
a а — 1 1 = а?(а — 1). 


3(а+ 1) а а 十 3 


第 3 章 行列 式 
фене 


当 азё&0 Н aZ1 时 ,方程 组 有 唯一 解 . 
当 а=0 时 ,对 方程 组 的 增 广 矩 阵 做 初等 行 变换 


3 120 з 1 @ 07] 
0—1 1 0 | |0 —1 1 0 
з озз 0 0 03] 

即 知 方程 组 无 解 . 

当 a=1 时 ,对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 做 初等 行 变 换 : 

(4121 10 1 1] 
10 11| |01 —2 一 3 
6143 00 о 0] 


方程 组 的 系数 矩阵 与 增 广 矩 阵 的 秩 均 为 2, 从 而 方程 组 有 无 穷 多 解 ,其 通 解 为 


ху =— qx; +1, 


ia = 2zs 一 3， 


23 = 23, 
即 
wi = 1 
ВЕ | |， 
Xs 1 
1 0 0 0 
28. 设 4 的 伴随 矩阵 4 " = N , ， и ‚ҮН АВА '=ВА '+3Е, H £: В. 
о 一 和 0 B 


解 ШАВА! ВА! =3Е, (А – Е)В= ЗА, АП А (A—E)B=3E, Bj) 
(Е – A` )B = ЗЕ. 
因 141* 王 |4 "| 一 8, 故 |4| 王 2, 于 是 由 上 式 得 (2 已 一 人" )В=6Е. 


由 于 
j ө o Qn К. 
ка O 1 9 й ото о 
СЕАТ аб 1 01—12 @ 0 8 
1 
0 3 0 一 6 0 + 0 —+ 
因此 
6 0 0 0 
0 6 0 0 
B= 6 (2Е—А*) = 
60 6 0 
030 =l 


29. ША Жл АГИДЕ А 的 每 一 行 各 元 之 和 都 等 于 人 ,证 明 450 Н ATRI 
元 之 和 都 等 于 二 


习题 选 解 O 


证 记 @ 一 ,1,…,1)", IA Аа 一 ke . 因 A JTE E, ike 一 kA a ,由 此 即 知 
#0, Fita =A '@ ,这 表明 A 的 每 一 行 各 元 之 和 都 等 于 二 

30. 求 由 下 列 给 定 的 平面 上 四 个 点 所 确定 的 四 边 形 的 面积 . 

(1) (1,—1),(—2,1),(5,6),(2,8); 

(2) O00 tl ‚4),(2,—5) ,63,0). 

解 d) 先 平移 四 边 形 ,使 其 顶点 (1, 一 1) 成 为 原点 ,即将 每 个 顶点 的 坐标 都 减 去 
(1, 一 1) ,这 样 , 新 的 四 边 形 的 面积 与 原来 的 四 边 形 面积 相等 ,其 顶点 为 (0,0),( 一 3,2),(4,7)， 
(1,9) ,显然 这 是 平行 四 边 形 . 作 两 个 列 向 量 


4 

“-[ 2]. в- [,]. 
则 所 求 四 边 形 的 面积 等 于 以 @,B 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 即 
—8 4 


2 7 
(2) 易 知 这 不 是 平行 四 边 形 . 以 (0,0) 为 起 点 作 三 个 列 向 量 


sE} -L3 = 0) 


通过 作 图 可 知 , 以 @ ,7 为 邻 边 的 三 角形 的 面积 Si 与 以 y ,B 为 邻 边 的 三 角形 的 面积 S* 之 和 
等 于 所 求 四 边 形 的 面积 . ба .7 确定 的 三 角形 的 面积 等 于 它们 确定 的 平行 四 边 形 面 积 的 一 


半 , 即 
dtl `] | = 6 


3 2 
а | 
故 所 求 四 边 形 的 面积 为 Sı 4-5 = 13. 5. 
31. 求 由 下 列 给 定 的 空间 中 四 个 点 所 确定 的 平行 六 面体 的 体积 . 
(1) 一 个 顶点 为 原点 ,与 它 相 邻 的 三 个 顶点 为 (0, 一 1,1),(0,2,1),( 一 3,0,0); 


ldetl@ В1|= 


|--2. 


Sı = + |det[æ 711= 7 


同 理 ,y ,B 确 定 的 三 角形 的 面积 为 


S: = 4 dely 821= 2 


(2) 一 个 顶点 为 (1,1,1) ,与 它 相 邻 的 三 个 顶点 为 (2,1, 一 1),(2,3,5),(8,2,1). 
解 D 以 原点 为 起 点 作 三 个 列 向 量 

0 0 —3 

1 1 0 


从 而 所 求 平 行 六 面体 的 体积 等 于 


14е а В |= = 9. 


0 g =% 
ТЕ 2 j 
i 1 0 


Колы 行列 式 


(2) 以 (1,1,1) 为 起 点 作 三 个 列 向 量 


1 1 7 
а = ©, B= |2 |. у= |1 
—2 4 0 
从 而 所 求 平行 六 面体 的 体积 等 于 以 @ В 7 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 , 即 
LI 7 
ldetle В у]|= |det| 0 2 1||= 22. 
—2 4 0 
32. 设 平面 上 不 在 同一 直线 上 的 三 点 为 (zi,yi),i 王 1,2,3, 证 明 : 通过 这 三 点 的 圆 方 
程 为 
zi+y zx 


1 
zi+y m y 1 
1 


й+у az уг 


— 


Hy аз уз 
Ж 设 所 求 的 圆 方程 为 zx? 十 y* 十 azt 十 by 十 c= 二 0. 由 于 三 点 (zi,yi) (i 二 1,2,3) 均 在 圆 
上 ,所 以 这 三 点 满足 此 方程 ,从 而 得 到 
x +y +ar+by+c=0, 
+yi Баха +byi +c = 0, 


у# +ax: +byz +c = 0, 


25 + yí ахз +bys +c = 0, 
这 可 看 成 一 个 四 元 齐 次 线性 方程 组 . 由 于 上 述 方程 组 总 有 非 零 解 (1,a,0,c)7 ,因此 该 方程 组 
的 系数 行列 式 必 等 于 零 Вр 


2 


#+y z y 1 
好 T. yi T yi 1 

А š = 0. 
тту; T2 уг 1 
+y zs уз 1 


33. 设 n 阶 行列 式 det A 的 元 都 是 变量 : 的 可 微 函 数 ,证明 行列 式 的 微分 
d(det A) 
dt 
其 中 A;(i 二 1,2,… n) 5 PH А 的 第 i 行 求 导 ,而 其 余 各 行 不 变 所 得 到 的 矩阵 . 
证 iW A=[a; GO], Й det A E 
ап (t) saiz (1), sain tl) sazı (t) sa22 01), а, (t), san (t) san (1), a,, (t) 
的 函数 ,而 а (0) (i,j 二 1,2,…,n) 又 是 1 的 函数 ,因此 由 复合 函数 求 导 法则 得 


d(det A) A Ə(det A) da; (0) 
dt >>, да а ` 


= det А, + det А; 十 … 十 det4,， 


i=l j=l 


将 行列 式 按 第 i 行 展 开 得 
det A = aa (t)An az(t)Azt +a, (ОА, » 


习题 选 解 Ко; 


Ав, 1,)=1,2,+5=›п. 


注意 到 代数 余子 式 An Ag... An PEIRE ау (G) ,所 以 


Ə(det A) 
дав 


diesa У УА жч 


i=l j=1 


ап) ant) … аһ) 


ч, L ааг (1) а.о) 
ЕЕ 3: Д Р > = Dder Ai. 


аһ) aalt) ++ a, (t) 
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向 量 空间 与 线性 空间 


сж 


1. 理解 n 维 向 量 及 其 线性 组 合 与 线性 表示 的 概念 ,理解 线性 表示 的 判别 准则 . 
2. 理解 向 量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 的 概念 ,理解 线性 相关 性 的 性 质 及 判别 准则 . 
3. 理解 向 量 组 等 价 的 概念 ,理解 向 量 组 等 价 的 判别 准则 . 
4. 理解 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 和 向 量 组 秩 的 概念 ,掌握 求 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 
及 秩 的 方法 . 

5. 理解 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 . 导 出 方程 组 的 基础 解 系 与 通 解 ,掌握 用 初等 行 变 换 
求 线性 方程 组 通 解 的 方法 . 

6. ГА n 维 向 量 空间 、 子 空间 、 生 成 子 空间 、 基 \ 维 数 、 坐 标 等 概念 ,知道 基 变 换 和 坐标 
变换 公式 ,会 求 过 渡 和 矩阵 . 

7. 了 解 内 积 、 正 交 向 量 组 和 标准 正 交 向 量 组 的 概念 与 性 质 ,熟悉 线性 无 关 向 量 组 正 交 
规范 化 的 Gram-Schmidt 方法 ,了 解 标 准 正 交 基 、 正 交 和 矩阵 的 概念 及 其 性 质 . 

8. 知道 线性 空间 、 线 性 子 空间 、 基 维 数 、 坐 标 和 线性 变换 的 概念 ,会 求 线 性 变换 在 一 组 
基 下 的 和 矩阵 ,知道 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 之 间 的 关系 . 
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全 体 n 维 实 (或 复 ) 向 量 的 集合 记 作 R"( 或 C"). 用 F" 代 表 R" RAC. 

和 矩阵 的 线性 运算 也 适合 于 向 量 , 且 向 量 的 加 法 与 数 乘 也 满足 和 矩阵 的 线性 运算 的 八条 运 
算 规 律 . 


二 、 向 量 组 的 线性 表示 


1. 给 定向 量 有 和 向 量 组 el,e@: ,…:@v : 若 存在 一 组 数 ki skoat skm ,使 得 
B= ka q kan tet knta: 
则 称 8 可 由 向 量 组 a -а - an 线性 表示 :或 称 BHIE а e а 的 线性 组 合 . 


内 容 综述 Ко; 


2. RA п ЁШ Sr l avas. a, 入 ЁН b. H А=[е а: … en], 则 下 列 三 个 
命题 等 价 : 

(1) аа рН а.е. ,en 线性 表示 ; 

(2) 线性 方程 组 Ах=Ь 有 解 ; 

(3) rank A=rank[A b]. 

З. 向 量 b 可 由 向 量 组 avas, g, 线性 表示 且 表 示 式 是 唯一 的 当 且 仅 当 rank А = 
rank[A b]=m. 


三 、 向 量 组 的 线性 相关 性 


1. ЖАНА е ,es ,… a. , 若 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 kiks ,ka, 使 得 
ki@ + kæ + ° 十 人 ng@n 一 0， 

则 称 向 量 组 æ ,@z ,… ,@ 线性 相关 ,否则 称 向 量 组 ап ег. ,… ,@ 线性 无 关 . 也 就 是 说 , 若 а. 
е.а, 线性 无 关 , 则 上 式 成 立 当 且 仅 当 护 一 忆 一 … 一 A 一 0. 

2. WERE A=[e е … @j], 则 下 列 三 个 命题 等 价 : 

(1) 向 量 组 ara... a, 线性 相关 ; 

(2) 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 有 非 零 解 ; 

(3) rank A 二 m, 即 А 的 秩 小 于 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 闷 . 

3. WERE А=[@ е … @], 则 下 列 三 个 命题 等 价 : 

(1) А е.а. а 线性 无 关 ; 

(2) 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 只 有 零 解 ; 

(3) rank A=m, EI A 的 秩 等 于 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 от. 

4. 一 个 向 量 @ 线 性 相关 当 且 仅 当 @ =0. 

向 量 组 а.а; 线性 相关 当 且 仅 当 a a: 对 应 分 量 成 比例 . 

5. 向 量 有 可 由 向 量 组 @1,@:，…,@ 线性 表示 , 且 表示 式 是 唯一 的 当 且 仅 当 向 量 组 а. 
@:，…,@ 线性 无 关 , 而 向 量 组 а.е. a, ,有 线性 相关 . 

6. n 维基 本 向 量 组 el ,ez ,…,e, 线性 无 关 . 

7. XF n HEHEH а-а-а 如果 Mn JE Z ачаг a, 必定 线性 相关 . 

8. 若 一 个 向 量 组 线性 无 关 , 则 它 的 每 个 部 分 组 都 线性 无 关 ; 若 一 个 向 量 组 的 某 个 部 分 
组 线性 相关 , 则 该 向 量 组 线性 相关 . 

9. 若 一 个 向 量 组 线性 无 关 , 则 它 的 升 维 组 也 线性 无 关 ; 若 一 个 向 量 组 线性 相关 , 则 它 
的 降 维 组 也 线性 相关 . 

10. 向 量 组 е.а. "а, (7 二 2) 线 性 相关 当 且 仅 当 该 向 量 组 中 至 少 有 一 个 向 量 能 由 其 
余 т—1 个 向 量 线性 表示 . 

向 量 组 а-а. а, (7 二 2) 线 性 无 关 当 且 仅 当 该 向 量 组 中 任意 一 个 向 量 都 不 能 由 其 余 
m—1 个 向 量 线性 表示 . 

注 一 个 向 量 组 线性 相关 可 以 解释 为 该 向 量 组 的 向 量 之 间 存 在 着 线性 表示 关系 . 

11. 矩阵 的 初等 行 变换 不 改变 列 向 量 之 间 的 线性 相关 性 和 线性 组 合 关系 ; 和 矩阵 的 初等 
列 变换 不 改变 行 向 量 之 间 的 线性 相关 性 和 线性 组 合 关系 . 
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四 、 等 价 向 量 组 


1. 车 向 量 组 ( 本) 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 组 (了 工 ) 线 性 表示 , 则 称 向 量 组 ( 本) 可 由 向 量 组 
( 工 ) 线 性 表示 . £r НН С O) A НН ( 卫 ) 能 相互 线性 表示 , 则 称 向 量 组 (I) 与 向 量 组 (了 [) 
等 价 . 

向 量 组 的 等 价 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

2. 设 和 矩阵 A 二 [@ е … e] B= В: … Bp:]: 那 么 

(1) HRA D.B... B. OEI HRA а-а. wa; 线性 表示 当 且 仅 当 和 矩阵 方程 AX = В 
有 人 解 , 即 rank А =гапк [A B]. 

(D ARA pop B.S ааа 等 价 当 且 仅 当 答 阵 方程 AX — B 与 BY 一 
4 均 有 解 , 即 rank 4 一 rank В=гапк [А В]. 

3. 若 向 量 组 В. Pp: , | B. fÉ tH 向 量 组 @i1.@:,…,@; 线性 表示 , 且 s> r, Шр ht #H В: , 
В: . `` .В. 2112. 

若 向 量 组 В: В: БЫ: АА: А а... ,@; 线性 表示 , 且 В. В: pans ,BB: 线 性 无 关 , 则 
ӯ, 

4. 若 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 等 价 , 则 它们 所 含 向 量 个 数 相等 . 


五 、 向 量 组 的 秩 


1. 若 向 量 组 ( 工 ) 中 有 含 个 向 量 的 部 分 组 (CI ) 线 性 无 关 , 且 向 量 组 CI) 中 任何 > 十 1 
个 向 量 都 线性 相关 , 则 称 (I) 是 向 量 组 ( 工 ) 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 数 ” 称 为 向 量 组 ( 工 ) 
的 秩 . 

规定 只 含 零 向 量 的 向 量 组 的 秩 为 零 . 

向 量 组 的 秩 是 唯一 确定 的 ,一 个 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 不 一 定 是 唯一 的 . 

2. 向 量 组 ( 工 ) 的 部 分 组 (本 ) 为 (I 工 ) 的 极 大 线性 无 关 组 当 且 仅 当 (本) 线性 无 关 , 且 (了 工 ) 
中 任何 向 量 都 可 由 向 量 组 (了 ) 线 性 表示 . 

Ж 向量 组 的 秩 可 以 理解 为 向 量 组 中 “有效” 向 量 的 个 数 . 

3. 若 向 量 组 (IT ) 可 由 向 量 组 ( 工 ) 线 性 表示 , 则 ( 卫 ) 的 秩 不 超过 (了 工 ) 的 秩 . 

4. 矩阵 的 秩 等 于 其 列 向 量 组 的 秩 ( 即 列 秩 ) ,也 等 于 其 行 向 量 组 的 秩 ( 即 行 秩 ). 


六 、 线 性 方程 组 解 的 结构 


1. 齐 次 方程 组 的 解 对 向 量 加 法 和 数 乘 是 封闭 的 . 

2. 齐 次 方程 组 Ax=0 的 每 个 基础 解 系 都 含 n— rank А 个 解 向 量 . 

3. 非 齐 次 方程 组 的 解 对 向 量 加 法 和 数 乘 是 不 封闭 的 . 

4. 非 齐 次 方程 组 Ax=b 的 任意 两 解 之 差 是 其 导出 方程 组 Ax 二 0 的 解 . 
5. 非 齐 次 方程 组 的 通 解 等 于 它 的 一 个 特 解 与 导出 方程 组 的 通 解 之 和 . 


七 、 向 量 空间 


1. 设 V 是 数 域 上 的 维 向 量 构成 的 非 空 集合 ,如 果 V 对 于 加 法 及 数 乘 两 种 运算 封 
闭 , 则 称 集合 V 为 数 域 上 的 向 量 空间 . 


| 内 容 综述 > 


EF 为 实 (或 复 ) 数 域 , 则 称 V 为 实 ( 或 复 ) 向 量 空间 . 
2. 2 V ,W 为 两 个 向 量 空 间 , 若 WSV, 则 称 W 是 V 的 子 空间 . 
3. 设 aoa. a. СЕ". aa. G, 生成 的 向 量 空间 是 指 
span(@l,E@: ,En ) = (Ра + baga + H kman | An € F). 
4. 向 量 空 间 V 的 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 (I ) 称 为 V 的 基 ,( 了 I ) 中 向 量 个 数 7r 称 为 V 
的 维 数 , 记 为 ату ,并 称 V Jy r 维 向 量 空间 . 
零 空 间 {0} 的 维 数 规定 为 0. 
Ж 向 量 空间 的 维 数 与 其 所 含 向 量 的 维 数 是 两 个 不 同 的 概念 . 
5. 向 量 组 @i ,@: ,…,@ 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 就 是 向 量 空间 span (el ,ez ,… ,en ) 的 一 
个 基 , 向 量 组 @i заг ,…,@n 的 秩 就 是 向 量 空间 рапа ,ez ,… en) 的 维 数 . 
6. 向 量 空间 V 中 任 一 向 量 B 都 可 以 由 它 的 基 @1 аг за 唯一 线性 表示 为 
В = ха та: 十 … 十 Zr@r， 
НЕ Сда олоо) К ВТЕ жа а.а 下 的 坐标 . 
7. 设 асе. a, 5 В. p... p EER V 的 两 个 基 , 则 有 基 变 换 公式 
В. В: РА В.) == Га ае | а. |C. 
ЖСН а.е. "а, PIRE В, .В:.--- В.Е. 易 知 C 是 可 逆 和 矩阵 . 
8. 设 在 向 量 空间 V 中 ,由 基 @i.@:，…,@; ЕТЕ А Beete BHI EVE E EA C V htt: 
何 向 量 @ 在 基 @1,@:,，…,@; 下 的 坐标 x 和 在 基 B1.B:，….B, 下 的 坐标 y ,满足 坐标 变换 公式 
x 二 Cy, 或 y=C 1x. 


八 、Euclid 空间 


L 设 有 @ = (а azs san)" B= Ch bzs sba)" € R" „а УВ 的 内 积 定义 为 
а В› = абу + asb; 十 … + a,b,. 
定义 了 内 积 的 向 量 空间 R" 称 为 n 维 Euclid 空间 . 
2. 向 量 @ 一 (oaz,…'a) 的 长 度 (或 范 数 ) 定 义 为 
lal а-а) ai tai + +a. 
3. Cauchy-Schwarz 不 等 式 : | (а.в) < е 1181: 
4. 三 角 不 等 式 : |е 1 < 16 + 181. 
5. 两 个 非 零 实 向 量 @ 与 的 夹 角 定义 为 


= i h< 
0 = arccos [Га ЇЇ В j LISAR 


EaP) 二 0, 则 称 向 量 а У В ТЕЛЕ. 零 向 量 与 任何 向 量 正 交 . 

6. Ж а@ЄРВ".@550.1:=1.2.+-+.т.+Ят а a o а. 两 两 正 交 . 则 称 а. е.а, 为 正 交 
向 量 组 ; 若 还 有 |a | = 二 1G; 一 1,2,…,m) MEK @ ,es ,…,@。 为 标准 正 交 向 量 组 . 

Euclid 空间 R” 的 nn 个 (标准 ) 正 交 向 量 称 为 R" 的 (标准 ) 正 交 基 . 

7. ææ g, 为 Euclid 空间 及" 的 正 交 向 量 组 , 则 

(1) 勾 股 定理 : |a +е т-та, 1° = le l + le |*+- len 1125 

(2) m oa. a, 线性 无 关 ; 

(3) # т< п. Да ER ,使 得 ara... a, a 为 正 交 向 量 组 . 
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注 线性 无 关 的 向 量 组 不 一 定 正 交 ,因此 线性 无 关 概念 是 正 交 概念 的 推广 . 

8. 8 asea 是 Euclid 25 ER” 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 对 及" 中 任 一 向 量 ,在 基 
е.а 下 的 坐标 的 第 j 个 分 量 为 (8 ,@) ,7 一 1,2，… 

9. Gram-Schmidt 正 交 化 方法 : а.е, ote SEJR” 中 线性 无 关 向 量 组 , 则 由 


B oea. В; = а У) РАЯ jJ = 2,3,-:,т; 
= 二 
у, Г, 1 ‚ j= 1,2,-,m 
所 得 的 向 量 组 yy. y. 是 标准 正 交 向 量 组 . 
л. ЕЖЕ 


1. ЖА улп ПЭНА ATASE, WEKA 为 正 交 和 矩阵 . 

2. 正 交 矩 阵 具 有 下 列 性 质 : 

(1) # A 为 正 交 矩阵 , 则 |4|=1 或 一 1; 

(2) ÆA 为 正 交 矩阵, 则 47 ,4 一 ,4 "都 是 正 交 矩阵 ， 

(3) EAB улп MEZEREIN АВ 也 是 正 交 矩阵. 

3. n KEEA 为 正 交 矩阵 当 且 仅 当 4 的 列 向 量 组 或 行 向 量 组 为 标准 正 交 向 量 组 . 

十 、 线性 空间 

1. ЖУ 是 一 个 非 空 集合 ,在 V 上 定义 了 一 种 叫做 加 法 的 运算 : 对 任何 a,8EV, 有 a 十 BE 

F 5j V 的 元 素 之 间 定 义 了 一 种 叫做 数 乘 的 运算 : 对 任何 a € V 与 任何 EF ,有 ka € 
V. 如 果 这 两 种 运算 还 满足 以 下 八条 运算 规律 (a,8,YEV k LEF): 

A) 交换 律 : a 十 p= 二 8 十 a; 

(2) 结合 律 : (a 十 B) 十 y= 二 a 十 (B 十 7); 

G) 存在 零 元 素 0EV ,使 得 对 任何 aEV, 有 a 二 0 二 a; 

(4) 对 任何 aEV ,都 存在 负 元 素 BEV ,使 得 a 十 8 二 0; 

(5) 对 任何 aEV ,都 有 la 二 a; 

(6) 结合 律 : k(la) 二 (kDa; 

(7) 分 配 律 : (k 十 Da=ka 十 la; 

(8) 分 配 律 : k(a 十 8) 二 ka 十 kB， 
则 称 V ЖЕ 上 的 线性 空间 . 

EF 为 实 (或 复 ) 数 域 , 则 称 V 为 实 ( 或 复 ) 线 性 空间 . 

线性 空间 中 的 零 元 素 是 唯一 的 , 任 一 元 素 的 负 元 素 是 唯一 的 . 

2. 闭 区 间 [a,6] 上 所 有 连续 实 函 数 的 集合 记 为 CLa,5], 闭 区 间 [a,5] 上 全 体 实 系 数 多 
项 式 的 集合 记 为 PLa.6j,[a,b5j 上 所 有 次 数 不 超 过 n 的 实 系数 多 项 式 的 集合 记 为 Р„[а.5]. 
按照 实 函 数 的 线性 运算 ,C[a, 丰 ,P[a, 人 和 Р,Га.6) 08 E KJR 25 M. 

3. 设 V 是 线性 空间 ,W 是 V 的 一 个 非 空子 集 . 车 W 关于 V 的 线性 运算 是 封闭 的 , 则 称 
W 是 V 的 线性 子 空间 . 

4. 在 线性 空间 V 中 ,车 存在 个 线性 无 关 的 元 素 a1,as.… за, ,使 得 V 中 任何 元 素 都 可 
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km + kæ 十 … 二 kn = 0. 
所 以 在 上 式 中 取 包 二 1,k 二 … 二 一 0, 可 得 a =0. 同 理 可 得 出 @ = а 0. 
问题 4 若 向 量 组 @,@:，…,@n(m 宇 2) 线 性 相关 ,是 否 它 的 每 个 向 量 都 是 其 余 向 量 的 线 
性 组 合 . 
答 ” 否 .向量 组 @i,@:,…,@n(m 宇 2) 线 性 相关 当 且 仅 当 其 中 至 少 有 一 个 (并 非 每 个 ) 向 
量 能 由 其 余 m 一 1 个 向 量 线性 表示 . 例如 ,向 量 组 


„= ==) 


线性 相关 ,虽然 @ 能 由 a, 线性 表示 ,但 а 不 能 由 а; 线性 表示 . 

问题 5 如 何 理解 一 个 向 量 组 线性 相关 (线性 无 关 ) 的 含义 ? 

答 Нун Неа ,@ ,… а (7 二 2) 线性 相关 当 且 仅 当 其 中 至 少 有 一 个 向 量 能 由 其 余 
т—1 个 向 量 线性 表示 ,所 以 向 量 组 线性 相关 是 指 其 向 量 之 问 有 线性 表示 关系 ,向 量 组 线性 
无 关 是 指 其 向 量 之 间 无 线性 表示 关系 . 

线性 相关 的 向 量 组 中 含有 宛 余 信 息 , 即 有 些 向 量 是 多 余 的 (这 些 向 量 可 由 其 他 向 量 线性 
表示 ) ,而 线性 无 关 的 向 量 组 则 无 元 余 信息 . 

问题 6。” 列 向 量 组 ave. a, 的 秩 和 极 大 线性 无 关 组 ,与 行 向 量 组 ala. ат 的 秩 
和 极 大 线性 无 关 组 有 何 关系 ? 

答 ”因为 在 考查 向 量 组 的 线性 相关 性 时 ,是 将 其 作为 列 向 量 组 还 是 行 向 量 组 都 是 可 以 
的 ,所 以 这 两 个 向 量 组 的 秩 相等 ,并 且 @ a..." a, 是 向 量 组 a aet an 的 极 大 线性 无 关 
HHHMH ai a. a НН ат.а?. сах 的 极 大 线性 无 关 组 . 

问题 7 ”如 何 理解 两 个 向 量 组 的 向 量 之 间 有 相同 的 线性 相关 性 \ 有 相同 的 线性 组 合 关系 ? 

E BA mAH I): aa... п АСП): pi:B:.….B; т 与 7 不 一 
定 相等 . 

向 量 组 ( 工 ) 与 向 量 组 CI) 的 向 量 之 间 有 相同 的 线性 相关 性 是 指 : 对 于 任何 的 17, 
i < <i, <, ht la, ,@;,，…,@ ;线性 相关 (线性 无 关 ) 当 上 且 仅 当 向 量 组 Bp; Bi ,… „В; R 
性 相关 (线性 无 关 ). 

向 量 组 (1) 与 向 量 组 (本) 的 向 量 之 间 有 相同 的 线性 组 合 关系 是 指 : 设 1 о е 
i.<s,1<j<s Ше, = e, +h a, 1 а ЧӢ, =k B. +, В, ЕВ, 

问题 8” 如何 理解 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 和 秩 ? 

E 向 量 组 ( 工 ) 的 极 大 线性 无 关 组 具有 双重 属性 : 极 大 线性 无 关 组 是 向 量 组 ( 工 ) 的 所 
有 线性 无 关 组 中 含 向 量 最 多 者 ( 极 大 性 ) .也 是 所 有 能 线性 表示 向 量 组 ( 工 ) 的 部 分 组 中 含 向 
量 最 少 者 ( 极 小 性 ). 因此 ,向 量 组 (I) 的 极 大 线性 无 关 组 蚌 向 量 组 (I 了 ) 中 代表 最 广泛 、 成 员 
最 精干 的 有效” 部 分 组 . 

向 量 组 ( 工 ) 的 秩 是 向 量 组 ( 工 ) 的 极 大 线性 无 关 组 中 向 量 的 个 数 , 它 可 以 理解 为 向 量 组 
CI) 中 有 效 向 量 的 个 数 . 向 量 组 的 秩 越 大 ,向 量 组 中 的 有 效 信息 就 越 多 ,元 余 信息 就 越 少 . 

问题 9 秩 相等 的 向 量 组 一 定 等 价 吗 ? 

答 不 一 定 .例如 ,对 于 向 量 
1 
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则 向 量 组 аз a E В ,B: 的 秩 都 等 于 2; 但 是 @ 不 能 由 向 量 组 B1,pB: 线 性 表示 ,Bp: 不 
能 由 向 量 组 а.а; 线性 表示 ,因此 这 两 个 向 量 组 不 等 价 . 

问题 10 EE Ase е … аы BS В: … pj] 等 价 . 同 向 量 组 ee 
в. 与 RBB ENEKE? 

E EHEH ae. a, 与 В. .В:.--- В. З. ЛЕА 5 В 590, А rank A= rank B, 
从 而 矩阵 A 与 B 等 价 . 

БӘЯ Ж.Ж И: А 与 B 等 价 ,向 量 组 aean 与 Bi1.B::… .BB 不 一 定 等 价 , 例 如 


| к ,ol 


则 A 与 B 等 价 , 但 是 它们 的 列 向 量 组 并 不 等 价 . 

问题 11 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 有 多 少 个 基础 解 系 ? 两 个 不 同 的 基础 解 系 之 问 有 何 
关系 ? 

答 车 Ax=0 只 有 零 解 , 则 没有 基础 解 系 . 

若 Ax=0 有 非 零 解 , 则 必 有 基础 解 系 . 把 一 个 基础 解 系 中 某 些 解 向 量 乘 非 零 常数 得 
到 的 仍 是 基础 解 系 , 而 非 零 常数 可 以 是 任意 的 ,所 以 Ах=0 有 无 穷 多 个 基础 解 系 . 由 于 基 
础 解 系 就 是 解 集 的 极 大 线性 无 关 组 ,而 同一 个 向 量 组 中 不 同 的 极 大 线性 无 关 组 是 等 价 
的 ,因此 Ax 一 0 的 两 个 不 同 基础 解 系 必定 等 价 . 

问题 12 下 面 的 命题 对 吗 ? 

(1) 非 齐 次 线性 方程 组 hx 一 有 唯一 解 当 且 仅 当 导出 方程 组 Ax 一 0 只 有 零 解 ; 

(2) 非 齐 次 线性 方程 组 Ax=b 有 无 穷 多 解 当 且 仅 当 导出 方程 组 Ax =0 HER. 

答 D 当 非 齐 次 线性 方程 组 Ах= b 有 唯一 解 时 ,方程 组 Ax— 0 必 只 有 零 解 . 否则 
Ax 一 0 ЯГ ЕЖЕ g MATI Ax=b Hf рр. Ах=Ь 有 唯一 解 巴 盾 . 

当 方 程 组 Ах=0 只 有 零 解 时 ,方程 组 Ax—b 可 能 无 解 . 例如 ,方程 组 
11 


无 解 ,但 它 的 导出 方程 组 只 有 零 解 . 
这 说 明 命题 (1) 的 必要 性 成 立 ,充分 性 不 成 立 . 
(2) 当 非 齐 次 方程 组 Ax=b 有 无 穷 多 解 时 , 任 取 它 的 两 个 相 异 解 雪 ,时 ,得 到 4x 一 0 的 
ЗЕ g. 
HFEA Ах=0 有 非 零 解 时 ,方程 组 Ax=b 可 能 无 解 .例如 ,方程 组 
1 21[ач 0 
P “da [| 
无 解 , 但 它 的 导出 方程 组 有 非 零 解 . 
因此 ,命题 (2) 的 必要 性 成 立 ,充分 性 不 成 立 . 
问题 13 rl] hr а ,@ ,… ,@ 为 向 量 空 间 V 的 一 个 基 ,那么 aa. ШУ 的 
一 个 基 吗 ? 如 果 是 ,那么 它们 是 相同 的 基 吗 ? 
Z 从 基 的 定义 可 以 看 出 , 若 向 量 组 @i.@;,…,@ 为 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 а а 
@ 也 是 V 的 一 个 基 . 
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1 ,Q2，… an 5) ага. .Qn 是 向 量 空间 V 的 两 个 不 同 的 基 , 因 为 基 是 一 个 向 量 组 ,从 
而 是 有 序 的 . 另 一 方面 ,为 了 使 得 向 量 空 间 中 向 量 在 同一 个 基 下 的 坐标 唯一 , 基 中 的 向 量 必 
须 有 序 . 

问题 14 ”如何 理解 齐 次 线性 方程 组 解 空间 的 维 数 ? 如 何 理解 向 量 空间 的 维 数 ? 

答 设 AEF”", 则 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 解 空 间 N(4) 的 维 数 为 2 一 rank4, 即 
dimN(4) 等 于 齐 次 线性 方程 组 Ах =0 经 初等 变换 化 为 阶梯 方程 组 之 后 ,自由 未 知 量 的 个 
数 , 即 等 于 NC4A) 中 向 量 可 以 自由 取 值 的 分 量 的 个 数 ,或 者 说 ,dimN(4) 等 于 N(C4) 中 向 量 的 
自由 度 . 

W V H n HE lu] BE ËJ pa BJ lp] gt 25 [8] ,dimV =r. # r= n.M) УЕ" sn 维基 本 向 量 组 е, ,ez，…， 
е, 是 V 的 一 个 基 , 此 时 ,dimV 等 于 V 中 向 量 可 以 自由 取 值 的 分 量 的 个 数 n. 下 设 еп... 
В: B-A V 的 一 个 基 . 记 B==[B，pB: … В]. B 可 经 有 限 次 初等 行 变换 化 为 最 简 阶 
Ж ЖЕРЕ. ШР fE п 阶 可 道 矩 阵 了 ,使 得 


вв – |" ]. 或 — i! 


令 A=[0 Е, ЈР. rankA=n—r, Н AB=0. АВ, Be В. Ах 0 的 一 个 基础 解 系 ， 
HJ V = МСА), dimV 等 于 V 中 向 量 可 以 自由 取 值 的 分 量 的 个 数 x. 因此 ,dimV 等 于 V 中 
向 量 的 自由 度 . 例如 ,向 量 空间 
V = {(a,b,c,d)" Є В* | а+2Ь-+Е3с = 0,a = 4d} 

中 ,向 量 的 自由 度 为 2, 所 以 dimV =2. 

问题 15 ”两 两 正 交 的 非 零 向 量 组 是 正 交 向 量 组 ,那么 两 两 线性 无 关 的 向 量 组 是 线性 无 
关 向 量 组 吗 ? 

答 ” 否 . 向量 组 可 能 线性 无 关 也 可 能 线性 相关 . 例如 ,下 面 四 个 向 量 


0 0 2 0 
= [ | 
1 0 


1 1 
1 РА 
中 任何 两 个 向 量 都 是 线性 无 关 的 ,但 是 向 量 组 ат аса: ЕЕ. А а-а-а: 线性 
相关 . 
问题 16 asea 是 Euclid 空间 R" 的 一 个 正 交 基 , 那 么 R" 中 与 每 个 @i (7 一 1， 
2,…,n) 都 正 交 的 向 量 是 什么 ? 


@ 一 š а= 


E RR ш ar Уа; (7=1.2.--- 0л) ИЕЖ.Ш g = Ука. НФ .а;) =00= 

1,2,…,n) ,于 是 有 
0= <B -a;) = Је а) = Ујка) = kj(@; .@;)- 

H (а; a) 220 知 А,=007=1,2,---,п) A mg = 0. ARR” 中 与 正 交 基 的 每 个 向 量 都 正 交 
的 向 量 必 为 零 向 量 . 

问题 17 如何 理解 正 交 矩阵 中 * 正 交 ? 的 含义 ? 

答 之 所 以 将 满足 ATASE 的 实 方 阵 称 为 正 交 和 矩阵 .是 因为 实 方 阵 А 为 正 交 矩阵 等 价 
于 A 的 列 向 量 组 或 行 向 量 组 为 标准 正 交 向 量 组 . 


тте) 
问题 18 ”如何 理解 线性 空间 ? 


= ”线性 空间 是 向 量 空间 的 推广 ,是 定义 了 满足 封闭 性 和 八条 运算 规律 的 线性 运算 的 
非 空 集合 .线性 空间 中 “线性 ”二 字源 于 其 线性 运算 . 线性 运算 是 构建 线性 空间 的 方法 , 它 所 
建成 的 线性 空间 具有 精致 的 线性 结构 ; 封闭 性 表明 线性 空间 足够 大 ,足以 容纳 线性 运算 所 
产生 的 一 切 元 素 ; 八条 运算 规律 则 是 移植 了 向 量 的 加 法 和 数 乘 的 运算 规律 ,这 是 为 了 保证 
我 们 早已 习惯 的 “合并 同类 项 ”*“ 移 项 ”等 操作 在 一 般 的 线性 运算 中 依然 有 效 . 

问题 19 如 何 理解 线性 变换 ? 

答 ”线性 变换 是 研究 线性 空间 的 工具 ,线性 变换 的 本 质 是 保持 线性 运算 ,而 线性 运算 又 
是 线性 空间 的 灵魂 ,因此 ,不 能 保持 线性 运算 的 变换 就 无 法 充分 利用 和 反映 线性 空间 的 关键 
信息 . 

MET n 维 线性 空间 V 的 一 个 基 , 则 V 上 的 线性 变换 了 n MERA 是 一 一 对 应 的 . 
这 样 就 可 以 方便 地 利用 具体 的 矩阵 来 研究 抽象 的 线性 变换 . 

А ТЕУ ЙЭ ат заг." зан 下 的 矩阵 4 的 第 j 列 就 是 T(aj) 在 基 ал заз." ан 
下 的 坐标 ,j= 二 1,2,…,n. 所 以 ,只 要 弄 清楚 Ta), Ta) TaD MAET THERA 
息 , 或 者 说 ,线性 变换 的 所 有 信息 显现 于 它 对 基 的 作用 过 程 中 . 

问题 20 线性 变换 能 否 把 非 零 元 素 变 成 零 元 素 ? 零 元 素 的 所 有 原 像 能 否 构 成 一 个 子 
空间 ? 

答 ”线性 变换 能 够 把 非 零 元 素 变 成 零 元 素 , 例 如 , 零 变换 把 线性 空间 中 任何 元 素 都 变 成 

设 工 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 , 则 零 元 素 关 于 T 的 原 像 构成 的 集合 

W = {a€V|T(a) =0} 
是 V 的 非 空子 集 ,并 且 对 任意 a,BEW,kEF, 有 
Т‹а+В = Te) ТО) = 0. Tka) = kT(a) = 0, 
故 W 是 V 的 子 空间 . 
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题 型 1 数值 向 量 组 线性 相关 性 的 判定 
例 1 判定 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 : 
(1) в = (1,2,3), = (2,3,1), = (3,1.2)"; 
(2) В.=(1,—1.1,—1)7,8,=(1,2,3,1)".8,= (3.3,7,1)". 
# (1) 方法 1 令 4=[e е аз]. ША = — 18520. М ht а.а: аз 线性 
ЖЖ. 
方法 2 Ф А=[а е a] ITERE A 进行 初等 行 变换 化 为 阶梯 和 矩阵: 
12 3 1 2 8 
|， 3 1 -| —1 二 | 
11 £ 0 0 181 
由 于 rank A 二 3, 因此 向 量 组 а.е ,@; 线性 无 关 . 
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(2) 5 в=1В. В: P] ХЕ B 进行 初等 行 变换 化 为 阶梯 和 矩阵: 
21 
=1 2 
1 3 
=] 1 
H T rank 8 三 2 一 3, 因 此 向 量 组 B-B: ,B: 线 性 相关 . 

Ж 在 判定 数值 向 量 组 m... G. 的 线性 相关 性 时 ,一 般 对 和 矩阵 A = 
[e е >> @n] 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 , 求 得 rank А. # rank А = т, 1а. e. G, 
线性 无 关 ; 若 тапк A< m. е g; g, 线性 相关 . 

当 а.а ，…,@n 为 m 维 向 量 组 时 ,也 可 考查 A 一 [@! е с @on] 的 行列 式 , 若 |4| 天 0， 
则 @ e. z, 线性 无 关 ; БА =0. Ша ,@:，… ,@ 线性 相关 . 


= 


И 


118 
03 6 
0 0 0 
оо о 


0 0 1 m=i 
012 ба 0 | ,ez + | lla. І, с.с сезса 为 任意 常数 , 则 
Р ёв въ а 
下 列 向 量 组 线性 相关 的 是 [ 1 
(CA) а. ,ai : (B) а.а: .&:: (C) а.а: .Qi (D) а: a: a.. 
解 因为 
0 0 =f 
а e а |= |0 一 1 £ | 
сі сз с 


所 以 ,无 论 cycz сз са 取 何 数值 ,ees,e@i 都 线性 相关 ,所 以 选 (C). 
#J3 设 有 向 量 组 @ = (2.4.0.0), = (2.5,0.0)".аз = (1.2.4.2), = (3,1,2,2)" 
和 向 量 有 =( 一 1,3,2,2) .试问 : 
С) 向 量 组 æ е a a 是 否 线性 无 关 ? 
(2) а ВВЕ ТН aea а: 线性 表示 ? 若 能 表示 , 写 出 具体 表示 式 . 
解 (1) &А=[@ а; а; eg@:], 因 为 |4| 王 8 天 0, 所 以 向 量 组 aaa a, 线性 无 关 . 
(2) $ B Sra + za; T Tomi T TR, . B|) 
2m T+ 22 + зз 3% =— 1, 
4zi 5а +2zs + х= 3, 
4z; +2z = 2, 
2хз+2х,= 2, 
解 得 x1 12,zz 一 10,zs 一 0,z 1, 从 而 BB 能 由 @i,@;,@; a 线性 表示 为 
B l2e + 10@: +0@: +e. 
#14 BaSe TOT G=1,2, m). Ж tt, 互 异 ,讨论 向 量 组 
а æ ioan 的 线性 相关 性 . 
解 d) "4 m>n .тапК Га е `" a | 过 n 二 4; 故 a a: a, 线性 相关 . 
(2) Y4m=n ht, h T 4.4: . ,ts 互 不 相同 ,因此 
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1 1 1 
tı 12 im 
ja ла alle 2 All И-ы 
E к ә lSi<j<m 
п g= 


从 而 æ aan 线性 无 关 . 

(3) "4 m—n 时 , 记 展 一 (DTG 一 1,2, от) ,由 (2) 知 , p. BREE 
X. 因为 В. .В:. --- В. ala. a. 的 降 维 组 ,所 以 a a. a|. 线性 无 关 . 

题 型 2 含 参 向 量 组 线性 相关 性 的 讨论 

例 5 Ша = (1, —1,1)7, а = (2,1,0), =(—1,4,Ё)7. [п]: 当 上 为 何 值 时 ,向 量 组 
е.а a 线性 相关 ? 当 上 为 何 值 时 ,向 量 组 aaa Í 线性 无 关 ? 

解 方法 1 Нуе е @;| 一 3k 十 9, 所 以 当 3k 十 9 二 0, 即 上 二 一 3 Н.а а: a 线性 
相关 ; 4 052—3 Н.а. а.а: 线性 无 关 . 

方法 2 ЖЕШ A—[ a а; es:] 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 和 矩阵， 


їй 一 上 二 本 
А = |—1 1 4|—> |0 1 1 
10 k 0 0 #+3 


因此 当 k 十 3 二 0, 即 二 一 3 В æ а аз 线性 相关 ; 4 622—3 时 ,ee ,es 线性 无 关 . 
$ 判定 含 参 向 量 组 的 线性 相关 性 ,也 可 按照 判定 数值 向 量 组 线性 相关 性 的 方法 进行 . 
例 6 已 知 向 量 组 @ = (1.3.2.1), = (2,7,5,5)", аз 二 (3, 一 1, 一 4,k)" 线性 相关 ， 
W k= 


# 方法 1 因为 
їй 37 ий g 
зт -1| |б1 =i 
[в æ є1=,, _,|” oo k+27 
15 k] loo o 


Tia а: аз 线性 相关 ,所 以 k= 二 一 27. 

方法 2 KHa a:a: 线性 相关 ,所 以 гапа) а: а: | 二 3. 从 而 和 矩阵 [@，@: es] 的 
第 一 二、 四 行 构 成 的 三 阶 子 式 & 十 27 二 0, 从 而 二 一 27. 

注 方法 2 说 明 , 当 向 量 组 所 含 向 量 个 数 不 等 于 其 维 数 时 ,也 可 以 用 行列 式 来 确定 参数 
的 值 . 请 读者 自己 仔细 体会 . 

题 型 3 抽象 向 量 组 线性 相关 性 的 证 明 

例 7 设 A,B 是 满足 A4B==0 的 任意 两 个 非 零 矩阵 . 则 [ 1 

CA) A 的 列 向 量 组 线性 相关 .B 的 行 向 量 组 线性 相关 ; 

(B) A 的 列 向 量 组 线性 相关 ,B 的 列 向 量 组 线性 相关 ; 

(C) A 的 行 向 量 组 线性 相关 ,B 的 行 向 量 组 线性 相关 ; 

(D) A 的 行 向 量 组 线性 相关 ,B 的 列 向 量 组 线性 相关 . 

解 ША Ут Хп Е.В H n х5 ЖЕ. АВ =0. tk rank A 十 rank Bn. 又 已 知 A,B 
是 非 零 矩阵 , 则 rank 4 三 1,rank B 三 1. 从 而 rank A<n, rank B 二 n, 故 A 的 列 向 量 组 线性 相 


© 第 4 章 向 量 空间 与 线性 空间 


关 ,B 的 行 向 量 组 线性 相关 , 选 (A). 
018 а-а-а: 为 三 维 向 量 , 则 对 任意 常数 &, :向 量 组 @; 十 ha;,@: + las 线性 无 关 是 


向 量 组 @ ,ez ,es 线性 无 关 的 【 1 
CA) 必要 非 充分 条 件 ; B) 充分 非 必要 条 件 ; 
(C) 充分 必要 条 件 ; (D) 既 非 充 分 又 非 必要 条 件 . 


解 ла Аз) 10 (g: + lga)= 0. 
пе 12 (hi + li) = 0. 

Ha a a; REEK -íF 0 0.0 0. lt 0. АЕ nt He T has a T (аз 线性 无 关 . 

(BÆ, r lil hr На, + la, a + la, 线性 无 关 , 则 向 量 组 @i,e: ,es 不 一 定 线性 无 关 , 例 如 

1 [9 


Д . е = | ; = [ ë 
0. 01 0J 
所 以 选 (A). 


例 9 已 知 向 量 组 @,@:，,…,@; 线性 相关 ,但 其 中 任意 ;一 1 个 向 量 都 线性 无 关 . 证 明 : 
СТ) 使 得 等 式 har kan 十 … 十 ki@; 一 0 成 立 的 系数 А ое А, 或 者 全 为 零 或 者 全 不 
为 零 ; 


(2) 若 存 在 等 式 ba 十 ks@s 十 … 十 k@; 一 0 fll а 0 е 1 11а, 0. Hh ү 


є 一 


Ёз _ Е. 
L` 
# (1) kokk PETHE. Rii i= 0. kx@z 十 … 十 k@; 一 0. Kea 
线性 无 关 , 故 k= А, 0. 这 表明 : ERK kokok 中 有 一 个 为 零 , 则 其 余 系数 全 为 


零 . 由 此 即 知 : 若 有 一 个 系数 不 为 零 , 则 所 有 系数 全 不 为 零 . 
(2) H ,Z0 MOA, ll ERIR. Н. 


(k in Ja: | 人 ph Je: peg (6 h 1) ә 


Ti 0, =0, 由 (1) 知 


h 
Сер = b, = 
kz Ma 0. [4 n 0 
即 
Bi — Б... ..Ёг 
h lz L 


0110 AJH n ME а.а. 2 п ЕНА. а 天 0. 且 满足 Аа =2 a Aq; = 
a 2 æ Aa: =a +2 a ,证 明 a a a. 线性 无 关 . 
üE MEA CE—A)a =0,(2E—A)a: = —a . (2E—A)a; =—а@. $ 
ka + әде + ham = 0. 


上 式 两 边 左 乘 2E 一 A .得 
ka + ka, = 0. 
两 边 再 左 乘 2E 一 A, 得 


范例 精 讲 人 
ka = 0. 


Ha Z0 得 6—0. Ж {О À ЕРИ ЛАФ А 0.6. 0. MT aa: аз 线性 无 关 . 
$ Ља а-а-а, 线性 相关 性 的 证 明 首先 考虑 用 定义 尝试 ,一 般 先 假设 
йа Ёз @ 十 … 十 km@n 一 0, 利 用 已 知 条 件 判 断 所 一 人 一 … 一 如一 0 是 否 成 立 . 
例 11 а; = (аа заг. sain) ,i 二 1,2,… ,mm 过 n, 满 足 | а» |> У | | С = 
izj 
1,2,=-,n), WEH HEH а а.а 线性 无 关 . 


Ш 反 证 法 е-е. а, 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 ki ,ks。，… ,ks, 使 得 
ki@ 十 bog 十 … + km@n = 0, 


即 
kı ап аз ат Ё\ 
kz an az ат | | k2 
[a а ає]|. |= и = 0, 
km аһ ат ° ањ.) [kn 
因此 


ayki +e Hajk; ask, = 0, j= 1,2,1. 
不 妨 设 语 H ka skos skn 中 绝对 值 最 大 的 数 , 即 |& |> | k, И 
las 11% 1=1 а [= | Bartla ll У) 1а 1, 
iZ; iZ; iZ; 
所 以 | a |< У) |a |. 矛盾 , 即 a a. а 线性 无 关 . 
ij 

Ж “对 于 线性 相关 性 的 证 明 问 题 , 当 正面 论证 、 推 理 不 易 表 达 时 , 反 证 法 也 是 经 常 采用 
的 方法 之 一 ,尤其 是 在 证 明 线 性 无 关 的 时 候 . 

题 型 4 求 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 及 秩 


101 
0112 设 和 矩阵 4=|1 1 2 naa 为 三 个 线性 无 关 的 列 向 量 , 则 向 量 组 Аа. .Аа: 
0 1 1 
Aas у. 


Е На ,@: ,@; REER. Ke а аз 1120. 又 rankA 一 2, 则 
rank[Ae! Аа: Аа: | = rank(A[@: е @;|) = rankA = 2. 
例 13 设 


112 32 

š 2 a tT 

А = Га ас а «|= 1013 

-1 Z Ш # 

Ж rank A 和 向 量 组 @1.@; ,es а: 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
ЯЕ АГА: А 做 初等 行 变 换 , 得 
1122 1 1 2 2 
й = за ач =. i -=i 

1013 0 0 а—5 0 
=1 32 1 Š LO 0 0 8 十 5 
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(1) ¥a=5,b=—5 时 ,rank А=2.@:.@› 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 

(2) Ща=5,052 —5 时 ,rank А=3.@:.@:.@‹ 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 
(3) 4 a#5,b=—5 时 ,rank А=3.@:.@:.@з 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 
(4) 当 a 关 5,6 关 一 5 时 ,rank А =4.а .а аз а: 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 
例 14 求 向 量 组 


1 =] =a гој 3 =й 
2 一 2 一 1 2 4 一 2 
@ 一 3 , е 一 —3 * = —1 ， @ 4 ， @5 一 5 ? а 一 —3 
1 一 1 1 1] 8 2 


的 秩 , 以 及 该 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 线性 无 关 组 来 线性 表示 . 
解 ЖИА e в a а а]. ХА ШИТИ УВА: 


їйї =i ð g =i Fl =i =i © 3 —1 
212-2 —1 2 4 -2 o o 1 2—2 0|_ 
А= |33 =1 4 s -3 [о о o=- 9 al 

i-r. iig g о o о о о о 


所 以 向 量 组 @ ,ez ,es -a ,es ,es 的 秩 为 3, ааз а 是 它 的 极 大 线性 无 关 组 . 
再 对 抢 阵 中 做 初等 行 变 换 化 为 最 简 阶梯 矩阵 = 
її 0 0 7 13 


0 0 1 0 1 2 
В 一 

0 0Ü 0 1 =% = 1 

0 0 0 0 0 0 


则 


e а. а=17а la За. а =a ?а; e. 

$ ”用 初等 行 变换 求 列 向 量 组 а.а; g, 的 秩 与 极 大 线性 无 关 组 以 及 将 其 余 向 量 用 
极 大 线性 无 关 组 来 线性 表示 的 方法 : 

(а) EEAS e … a i FAT RRA BF 3EB B= [9 В: ~ В.]. 
MJ B 633 4738 r 就 是 向 量 组 @1,@:，…,@; 的 秩 7; 

(b) 妃 的 个 非 零 行 中 第 一 个 非 零 元 所 在 的 列 向 量 忆 ,有 ，…, 甩 ,就 是 向 量 组 В.В; 
局 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,从 而 向 量 组 a, a, a, Ж ЁЗЕН ала: са, 的 一 个 极 大 线性 
无 关 组 ; 

(с) 再 对 B 做 初等 行 变 挨 得 到 最 简 阶 梯 矩 阵 C 一 [XY， y: … 7,], 则 C 的 x 个 非 零 行 
中 第 一 个 非 零 元 所 在 的 列 向 量 P у-у, 均 为 基本 向 量 ,它们 是 向 量 组 PPY 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 ,而 C 中 其 他 任何 列 向 量 y; 都 可 以 很 容易 地 表示 为 Yi y. UU y. 的 
线性 组 合 


y; = Bt + Tk; y. o 
+ Жа, 可 以 由 极 大 线性 无 关 组 a, a,oa, 线性 表示 为 
а; k; @: t kis @:, aa q k; @;. 


题 型 5 两 个 向 量 组 线性 表示 与 等 价 的 证 明 
例 15 А а.а а: a 线性 无 关 : 则 гл 


范例 精 讲 人 


(A) @ Taca ta: a: asa ta REER: 
(B) а е а: asa а-а: а 线性 无 关 ; 
(C) а tæ -æ ta: a: aa a 线性 无 关 ; 
(D) в ta: .е: —as a: —a -a —a 线性 无 关 . 
解 ” 四 个 选项 中 各 向 量 组 用 ап е ,es a 线性 表示 的 表示 系数 矩阵 依次 为 


[10 0 1 p 1 0 @ =i 
1100 =] 1 0 0 
Ку = ” K, 
011 0 о =1 1 0 
10 10 1 14 0 Ө =] 1 
[10 0 —1 É 0 © —1 
L L 0 0 1 1 0 0 
Кз = К, = 
0 1 1 0 0 =1 1 0 
LO 0 —1 1 0 0 —1 1 
A |K: |= |K:| = |K; | =0, |K, | =2#0 , ik (D). 
#J 16 设 A,B,C 均 为 n MER. AB=C. H. B пуй, WJ EJ 


CA) 矩阵 C 的 行 向 量 组 与 矩阵 4 的 行 向 量 组 等 价 ; 

(B) 矩阵 C 的 列 向 量 组 与 矩阵 4 的 列 向 量 组 等 价 ; 

(C) ЖЕ C 的 行 向 量 组 与 矩阵 中 的 行 向 量 组 等 价 ; 

(D) 矩阵 C 的 列 向 量 组 与 矩阵 刀 的 列 向 量 组 等 价 . 

解 ”将 矩阵 4,C 按 列 分 块 ,由 AB=C RERE C 的 列 向 量 组 可 由 和 矩阵 4 的 列 向 量 表示 . 
K B T3% ik A=CB™ JERE A 的 列 向 量 组 可 由 和 矩阵 C 的 列 向 量 表示 ,从 而 矩阵 C 的 列 向 量 
组 与 矩阵 4 的 列 向 量 组 等 价 . 所 以 选 (B). 

0117 а aca REEK. а Зе еВ: 2а 1а — 1а: :В: а 
2а +6 @, 试 判别 向 量 组 А, -Be „В: 的 线性 相关 性 . 

解 ”由 题 设 知 


r 1 区 = 
18 В: В: = а æ = 3 4 1 
=й :一 他 6 
因为 上 式 中 表示 系数 矩阵 的 行列 式 为 零 , 所 以 rank [B， Be Bs] 二 3, 即 向 量 组 Ё..В..В.% 
性 相关 . 
例 18 i 


В = е а са. Ë: e tac та. з B-= а а; зал. 
证 明 当 22 时 向 量 组 æ ,@:，…,@, 与 B1.B:.… :BB. 有 相同 的 秩 . 
证 由 题 设 知 
ro 1 1 
1 0 1 
Lp В: т В. = а е ~ а] : 
1 1 0 


їй ЕХ + Жк Ж ЖӨБ БЕН K. WIJ| K| =(—1)"” !(n—1)=0, k K пй, А 
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Га а: > е)=18 В: ~ В.к”. 

即 这 两 个 向 量 组 等 价 , 从 而 它们 的 秩 相 同 . 

例 19 设 向 量 组 a 一 (1.0,1)7.@ 一 (0.1.1)7.e@: 一 (1.3.5)7 不 能 由 向 量 组 В.= 
(1,1,1)7,p: 一 (1,2,3)" ,ps 一 (3.4,a)" 线性 表示 . 

(1) Жа 的 值 ; 

(2) #В..В:.В31 а.а: a: 线性 表示 . 

解 (1) 因为 四 个 三 维 向 量 Ё.@›.В5.а: 线性 相关 (i 二 1,2.3) ,所 以 若 忆 ,B:.B; 线 性 无 
关 , 则 @(i 一 1,2,3) 可 由 pi,p:,B; 线 性 表示 ,与 题 设 蔬 盾 . 于 是 p1,B:,B; 线 性 相关 ,从 而 
ІВ. B. ps|=a-5=0, 于 是 a=5. 


(2) 因为 
ПїЛ 3 97 mot ®1 5 
| | 
L 3 8 T # 51 00 1 —1 0 一 2 
从 而 


В = а 1а е. B: a 2а. В: = 5а 10е – 2 а. 

Ж Ж.-Ж ОА ТУЕ СВ, В: В: а а: ala 34 Ж 4816 A 6 E 
阵 , 以 rank [pp В: В: 1< rank [ p. В: В: а a @s] 来 确定 w 的 取 值 ,但 计算 量 
жх. 

120 设 有 两 个 向 量 组 

(І): @=(2,4,—2)", æ = (1,0—3,1), = (2,8,6—1)"; 

(H): 6.02.65, — 2)", 8: = (3,7,а—4)" 801,204, 1)". 
[з]: (1) "4 a,b ИЕ. ВЕН С Т) ЕСП) 69 8 48 А077 

(2) 当 a, 为 何 值 时 ,向 量 组 ( 工 ) 与 CI) 的 秩 相等 但 不 等 价 ? 

证 对 和 矩阵 [ee а B. BD. В: 做 初等 行 变换 ,得 


2 —1 2 2 3 1 
а а а В. В: к | 40—35 8 ô+ T „ч 
—2 1 0—1 —2 а-–4 = 1 
2 = 1 2 2 3 1 
-| а—1 1 b+1 1 22+2 |. 
0 0 b--1 0 й+— 1 0 
当 wa 天 1.0 天 一 1 时 ,rank Га е es:] 一 rank Га е ае: В. В: ß:]=3. H. 
IB B: В:.1=— 3(а—– 1) 0+1) 50. 
EI rank ГВ. В: 3: 1—3. МТСП НЕН. 0. 
¥ a=1,b=— 1 8. тапк Га е ае: |= rank Га е @ В. В: В:1=2. B. 
rank В. В: р: 1—2. тен) УСПОНА НИ. 
X а=1,Ь 1.90 а721.0= — 1 8.гапк [а е е] =гапк ГВ, В: В;]=2?. 
rank [а е е В. В: B:]=3, 从 而 向 量 组 ( 工 ) 与 (I) 的 秩 相等 但 不 等 价 . 
Ж Жа.а;сз.а@а 与 1:.p8:.…: 有 是 两 个 7 维 向 量 组 , 则 它们 等 价 的 充 要 条 件 是 
rank [а @ с @]=тапК[Ё В: - Ё|=тапК [а a … а В. В: * В|. 


—@ 
题 型 6 线性 方程 组 解 的 结构 


例 21 设 4=[&@，e: ee:] 为 四 阶 矩 阵 ,4 "为 4 的 伴随 矩阵 , 若 (1,0,1,0)7 是 方 
程 组 Ax=0 的 一 个 基础 解 系 , 则 方程 组 A х=0 的 基础 解 系 为 【 1 

CA) el,es: (B) а.е: (C) а.е .а:: (D) а: a:a. 

Е ”因为 (1,0,1,0)7 Æ Ax=0 H Е fit Ж. Br e аз = 0, Н. rank4 一 3, 从 而 
rank4 二 1, 则 A" x=0 的 解 空 间 的 维 数 是 3, 而 А" A= |A|E=0. Hea: a 线性 无 关 , 因 
此 选 (D). 

#122 设 向 量 a ae a 是 方程 组 Ах=0 的 一 个 基础 解 系 , 令 Bf =e е е В: =2 а + 
3a:—a В: =a +2 a —3 æ ,证 明 向 量 组 B .pb: .8: 是 方程 组 Ах=0 的 基础 解 系 . 

证 由 题 设 知 ,fp ,B: .8: 都 是 方程 组 Ax— 0 的 解 , 且 


1 2 1 
ІВ: В: В = [ea а; æl l 3 Š 
1 = =8 


易 知 上 式 中 表示 系数 矩阵 可 逆 . 而 æ e ,es 线性 无 关 , 故 有, .В: PREEK. 

因为 方程 组 Ах=0 的 基础 解 系 含 有 三 个 线性 无 关 的 解 向 量 , 所 以 В. .В: ,是 方程 组 
Ах=0 的 基础 解 系 . 

Ж ”证 明 一 个 向 量 组 是 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 基础 解 系 需要 满足 三 个 条 件 : 

(1) 该 向 量 组 中 每 个 向 量 都 是 方程 组 Ах=0 的 解 ; 

(2) 该 向 量 组 线性 无 关 ; 

(3) 该 向 量 组 的 向 量 个 数 为 n 一 rank A. 


12 1 2 
0123 їйА=[0 1 / 1 |, 且 齐 次 方程 组 Ax==0 的 基础 解 系 中 含有 两 个 解 向 量 , 求 
l # 1 
Ах=0 的 通 解 . 
解 ” 因 为 n= 二 4,n 一 rank A 二 2, 所 以 rank A 二 2, 对 A 做 初等 行 变换 ,得 
12 12 10 1—@ 2— Ë? 
A= |0 1 ż Ë : 1 t t 
12 @ 1 00 0-09" — G = p 


要 使 rank A 二 2, 则 必 有 1 二 1, 此 时 与 Ax=0 同 解 的 方程 组 为 


É = 1з, 
zs, —— m 24+ 


得 基础 解 系 生 =(1, 一 1,1,0)7,&: 王 (0, 一 1.0,1)7, 故 方程 组 的 通 解 为 
x= ki@tik€. А.А. 为 任意 数 . 

例 24 设 @ 王 (1, 一 2,0,1)7,@: 一 (1,0,1,0)7,@s 一 (2,3,7,1)7 是 方程 组 
|= + а +азхз + ла = 1. 


За 十 azzz + T; аала = bz, 
| mi + 422 — Svs + Szi =— 2 
的 解 , 求 该 方程 组 的 通 解 , 并 写 出 该 方程 组 . 
解 方程 组 的 系数 矩阵 为 
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H T A 中 存在 非 零 二 阶 子 式 ,因此 rank 4 之 2. 又 

а а: = 0.—2.—1.1)'. ge: 一 es 一 (一 1, 一 5, 一 7.0)7 
是 已 知 方程 组 的 导出 方程 组 Ах=0 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 故 4 一 rank А222, Вр rank А<2, 
于 是 rank A 一 2,@1 一 @: 和 a ез 是 Ax 一 0 的 基础 解 系 ,从 而 所 给 方程 组 的 通 解 为 


х= + bi (@ ег) + b: (а —@) 
1 го -1 
= | 25), bob 为 任意 数 . 
1 L 1 L 0 
Ж а а: fll a 一 es 代入 齐 次 方程 组 Ax 一 0, 有 
一 1 一 as = 0 
— 2a: — l + ai = 
а —5— Таз = 0 


— 10 — 5a: = 0, 
1% а=2,аг 2,аз 1,а4 3; Ве 一 (1, 一 2,0,1)7 КАЖУ iB 1,0 
4, 从 而 原 方程 组 为 


P + хә — хз за = l; 


ipa 一 2zz + zs —3m = 4, 


жу T4zre—3zy-+52, =— 2. 

+ 3 2 422B # 32k EB 4 的 秩 已 知 或 基础 解 系 的 解 向 量 的 个 数 已 知 时 , 齐 次 线性 方程 
组 Ax=0 的 任何 n 一 rank A 个 线性 无 关 的 解 向 量 都 构成 其 基础 解 系 . 

例 25 а.а: aa BEATAE EEAS а е а 1.1874 Ap 
的 通 解 为 (一 1,1,0,2)7 十 (1, 一 1,2,0)7. 

СТ) 问 向 量 能 否 由 向 量 组 ai ea 线性 表示 ? 

(2) 求 向 量 组 е ,ez ,es,e@::B 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

f C) 假如 有 能 由 @i'e:'es: 线性 表示 , 则 有 

B= ka kan Каз + 0@. 
BI Cki ,ks ska 0)" 是 方程 组 Ax 一 的 解 , 因 此 
Riskzskss0)T — (—1,1,0,2)7 = (kı +1,ka —1,ks, — 2)" 

是 齐 次 方程 组 Ax = 0 的 解 ,从 而 它 可 由 (1, 一 1,2.0)7 线性 表示 ,但 向 量 组 (ki 十 1， 
ks 一 1,ks, 一 2)",(1, 一 1,2,0)" 线性 无 关 , 蔬 盾 . 所 以 不 能 由 a aa 线性 表示 . 

(2) 因为 (1 ,一 1,2,0)7 是 方程 组 Ax= 二 0 的 解 ,所 以 aa е: 2а: 0.0 аз 可 由 eli,e:， 
a 线性 表示 . mi В пн a-a: a: Q: 线性 表示 ,所 以 Ва. «аа: 线性 表示 . 又 向 量 组 а. 
а a: a В З. Г а-а-а 为 向 量 组 aa; ,es a :8 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

例 26 EH rank Amx: =r:&i 820 :8 -是非 齐 次 方程 组 Ах =b 的 导出 方程 组 Ax 二 0 
的 基础 解 系 , 儿 为 Ar 一 的 一 个 特 解 .证 明 : 

(1) kig gge REER: 

D gety etg E- tg È Ax =b 的 线性 无 关 的 解 ; 

(3) 方程 组 Ax=b 的 任意 nn 一 r 十 2 个 解 线性 相关 ; 
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(4) 方程 组 hx 一 六 的 任意 一 个 解 可 写成 х= gp Hk get Hkr RIER, ЖР 
фр g. Ах HRPE RKI А Hke +e ы 二 1. 
Ж (1) H 80 8.8... ,人 -为 Ах=0 的 基础 解 系 , 故 全 e 8. ZE X. 假 
如 时 ,人 e E REER , 则 和 可 由 各 ,各 ，… 人 -线性 表示 ,不 妨 设 
= с\ & cz 人 :十 ... + с... 
于 是 


Аф = ABiH ARH .+e A .= 0, 
与 gH Ax =Ь 的 解 矛 盾 , 因 此 向 量 组 g e... в, РЕ. 
D 因为 g ENEA Ах =Ь ПОЙ. ,@:，…,@,-, 是 齐 次 方程 组 Ax 二 0 ЙЕ. А ар. 
6. ар... ар Ах = 的 解 . 
设 存在 常数 kski kz% Ar， 使 得 
hyt kig) Hkg) He T k o (@ q) 一 0， 


HJ 
(kk 十 ki 十 kz 十 "二 kr) Yi ё kz 有 :十 … 十 一作 一 -一 0, 
由 EA ,人 :线性 无 关 , 可 得 
k+Ëhb +h +" Tk o, = 0, ki Sk: = = = krm = 0, 
Ш == =k, = 0. Nit р. ар. T. 8. TTE X. 

(3) 由 于 方程 组 Ax=b ух 5g Th T k EH А... EE Ax— b 的 任 
一 解 都 可 由 向 量 组 q ,名 8... g. TEK. FECE Enr 2 个 解 都 线性 相关 . 

OD 设 gogo g. g. J Ах 的 nn 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 ,由 (3) 知 Ax 二 5b 的 
任意 ?一 "十 2 个 解 线性 相关 , 故 对 Ах=Ь Ех ар ge g. g. REK 
从 而 x 可 由 7: зр араар ПЕ RPE KS , 即 存在 А skas о, аът 5 А8 

х рар і k92 pes ket Le , 
两 边 同时 乘 以 4 ,得 到 
b = Ax= A(bigi + kaget … + krigat Кыран) 


kb Am + kzAnz 二 RAN + kerri ANa 
(Cki 十 Ra 十 … 十 Re 十 RHD)D， 
1 6550,1 bi Hke А, Hkr =l. 

Ж ”由 本 题 可 知 : 非 齐 次 方程 组 Ax 二 b 解 的 结构 是 存在 n 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 ,其 
任意 n 一 r 十 2 个 解 都 线性 相关 ,因此 有 时 也 把 非 齐 次 方程 组 的 n 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 称 
为 其 基础 解 系 , 所 不 同 的 是 它 的 线性 组 合 只 有 当 组 合 系数 之 和 为 ] 时 , 才 是 非 齐 次 方程 组 的 
Ж. 这 也 说 明 非 齐 次 方程 组 的 解 不 能 构成 向 量 空间 . 

题 型 7 两 个 线性 方程 组 解 的 关系 
例 27 设 有 齐 次 方程 组 Ах=0 和 Bx 二 0, 其 中 A.B 均 为 m X n 矩阵 . 
Ф # Ах=0 的 解 均 是 Bx 二 0 的 解 , 则 rank 4 三 rank B; 
© 若 rank 4 三 rank В.Ш) Ax=0 的 解 均 是 Bx= 0 的 解 ; 
O # Ах=0 与 Bx 二 0 同 解 , 则 rank A= rank В; 
@ # rank A=rank В.Ш Ax=0 5 Bx 一 0 同 解 . 
以 上 命题 正确 的 是 [ l 
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(А) OQ; (p) O@; (C) @@; (D) @@. 

解 + Ax=0 5 Bx=0 同 解 , 则 nn 一 rank A=n— rank B, 从 而 rank A= rank B, 即 命题 
@ 成 立 , 排 除 (A) 和 (C). 

若 Ах=0 的 解 均 是 Bx 二 0 的 解 , 则 Ax= 0 的 解 空 间 是 Bx = 0 的 解 空 间 的 子 空间 , 故 
n 一 rank А<л—гапК B. JA mi rank A=rank 下, 命题 四 成 立 , 故 选 (B). 

#J28 А,В 3 т Хп ЖЕ. Ax=0 5 Bx 二 0 同 解 的 充 要 条 件 是 

(A) A 5B 等 价 ; (B) А7у=0 与 B'y=0 同 解 ; 

(C) А.В 的 行 向 量 组 等 价 ; (D) А.В 的 列 向 量 组 等 价 . 

# ”可 用 反例 通过 排除 法 得 到 正确 选项 . 

对 于 (A) ,相当 于 rank A=rank 了 .显然 只 是 必要 而 非 充 分 条 件 ; 

1 0 0 2 0 0 a 

对 于 (B), 例 如 4= | ， | |= |, ч ОЈ Ах=0 5 Bx 一 0 同 解 ,但 A у=0 
与 Bry 一 0 并 不 同 解 : 

r вА o ово 。 ? ,显然 4,B 的 列 向 量 组 等 价 ,但 4x 一 0 与 
Bx 二 0 不 同 解 ,排除 (D), 故 应 选 (C). 
事实 上 ,对 于 (C) ,Ax 一 0 与 Bx 二 0 同 解 的 充 要 条 件 是 下 面 三 个 方程 组 
Ах = 0. 


Ax=0, Вх = 0, 1 
Bx = 0 


А 
同 解 , 这 等 同 于 rank A= rank B=rank| |, 这 又 等 价 于 А.В 的 行 向 量 组 等 价 . 
例 29 设 有 线性 方程 组 


Zi 十 zz 一 0， zi —zz:z + zs = 0, 
axd ар. 


zeir ta, 


22—24 = 0, 
d) AIRAA OMO WEER: 
(2) RARATON HAH e. 
解 〈1) 分 别 记 方 程 组 CI) 和 (I) 的 系数 矩阵 为 


110 0 1—1 10 
4=|。 1 0 _\} в=[, р Дд 小 
ЭЕ А.В 做 初等 行 变换 ,不 难得 到 方程 组 (I) 和 ( 开 ) 的 基础 解 系 依次 为 
& = (0,0,1,0)7, 人 :一 (一 1,1,0,1)7; 
p= (0.1.1.0)7, ъ= (1, — 1.0.1)". 
А 
D 联 立 CT) CI ) 得 方程 组 | 一 0 对 系数 短 阵 做 初等 行 变换 ,得 到 方程 组 ( IDM 
(ПП) ДЗЕЖ 5 #С—1.1.2.1)7.^ 为 任意 数 . 
Ж 求 两 个 线性 方程 组 的 公共 解 有 三 种 方法 : 
(1) 将 两 个 线性 方程 组 联 立 求解 ; 
(2) 先 求 出 一 个 方程 组 的 通 解 ,再 代入 另 一 个 方程 组 中 ,确定 通 解 中 参数 的 关系 ; 
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(3) 先 分 别 求 出 两 个 方程 组 的 通 解 , 令 两 个 通 解 表达 式 相 等 ,确定 参数 的 关系 . 
例 30 已 知 齐 次 方程 组 


х1 22 +r, = 0, 
ахі +a’ zs = Ü, 
| ах? 十 zzz 一 0 
的 任何 解 都 满足 方程 xı Haz Hrs 0, а 的 值 和 齐 次 方程 组 的 通 解 . 
解 令 
1 1 0 1 
А 
A= z“ Ó a QÓ |, B= 1.1.1.09, c= | 1. 
B 


9 


Оа 0 a 
则 齐 次 方程 组 Ax 一 0 与 Cx=0 同 解 . 事实 上 ,车 хо 是 Ax=0 的 解 , 则 由 题 设 知 ,xo 是 Вх 0 
的 解 ,从 而 xo 是 Сх=0 的 解 ; 反之 ,Cx 二 0 的 解 显然 也 是 Ax=0 的 解 . 

由 上 知 ,rank A=rank C. 对 和 矩阵 A.C 都 做 初等 行 变换 ,得 


11 O 1 
11 0 1 š 
ë Оа 0 a 
A—|0 а 0 a | 
00 1 =] 
0 0 a а-а š 
0 0 Ó 2а —а 
因此 , 若 а= 0, M] rank А = 15гапк C=2, RA St. 所 以 а520. 此 时 
110 1 
110 1 
01 0 а 
4 一 |0 1 0 а ， C> 
0 0 1 =] 
00 а а—1 
ü @ 0 #@Ú|—1 


即 知 rank A= rank C=3 的 充 要 条 件 是 a= 


把 а ÑA EL 4xr 一 0, 易 得 其 基础 解 系 大 一 ( —-;.—-у.1 1 ) таж» x=. 


k 为 任意 数 . 
—6 2 10 
—41 7 
=@ 1 a3 
方程 组 ( 卫 ) 的 基础 解 系 , 且 方 程 组 ( 工 ) 与 ( 卫 ) 同 解 . 

(1) R a,b,c 的 值 ; 

(2) 求 非 齐 次 方程 组 Ax 二 的 通 解 . 

解 (1) 因为 BB 了 0, 且 方程 组 (I) 与 (本 ) 同 解 ,所 以 齐 次 方程 组 (I 工 ) 有 非 零 解 p ,从 而 
14|=2(a 一 7)==0, 故 a=7. 将 a=7 和 代入 到 方程 组 (I 工 ), 有 
[ateren 


例 31 EA A= 是 齐 次 方程 组 ( 工 ) 的 系数 矩阵 ,B=(0,c,1) 7 是 齐 次 


40 十 c 十 7 一 0， 
30 十 c 十 5 一 0， 


得 b=2,c=1. 
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(2) 对 增 广 和 矩阵 [4 有] 做 初等 行 变换 ,得 
=й 0 27 үй 2 0 
ТЕСЕ 


=й 1 E Il 0 0 0 0 


0 
| 1 
0 1 


题 型 8 向 量 空间 的 基 、 维 数 与 过 渡 和 矩阵 的 计算 

#132 设 e; 一 (1,2, 一 1,0)7,@: 一 (1,1,0.2)7,e: 一 (2,1,1,6)7, 求 span(el es,es:) 的 一 
个 基 , 并 将 这 个 基 扩 充 为 及 ' 的 一 个 基 . 

# 求 span(ei,e:,es) 的 基 就 是 求 向 量 组 @i,ez,es 的 极 大 线性 无 关 组 .因此 ,对 和 矩阵 
[a а; @] 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 : 


[А В]= 


Ж Ах Ва 


， k ЖЖЖ. 


х= 


о» 


2 2 
1 3 
la е а] = i ч 


° m m 


L З 1 
2 1 0 
—1 0 0 
02 6 0 0 0 
即 知 а.а: 是 a a ,es 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 故 æ а 是 рап а.а: ,es ) 的 一 个 基 . 
因为 R' 是 四 维 向 量 空间 ,所 以 只 需 找 aa E R'E aeaa 线性 无 关 . 为 此 可 分 别 
Ж aas 为 四 维基 本 向 量 es ,et ,容易 验证 向 量 组 æ ,es ,es ,et 线性 无 关 , 即 为 R' 的 一 个 基 . 
Ж (1) 将 F" 中 向 量 组 @1.@i，…',@n(1m 一 nn) 扩 充 为 F" 的 一 个 基 的 一 般 方法 是 : 对 和 矩阵 
[e а: … а„ el е, … ee] 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 矩阵 (其 中 ее." е, 是 下 "的 
自然 基 ), 则 阶梯 矩阵 中 前 宛 个 线性 无 关 的 列 就 构成 了 FE" 的 一 个 基 . 
(2) F" 中 任何 线性 无 关 的 向 量 组 都 可 以 扩充 为 F" 的 一 个 基 . 
例 33 设 向 量 空 间 V 的 两 个 基 为 


1 1 1 
га 0 0 
є 一 0 = i . а: 一 0 
0 0 ei 
1 2 го 
0 1 1 
B= _, r P= |.|. Poi 
1 0 Lo 


已 知 向 量 @ ТЕЗ a, '@.а@› 下 的 坐标 为 (1,2.3)  , 求 @ 12 В. .В: Вз F BJ e bk. 
Ж не е а |= В. В: В: ]X 的 解 便 是 由 基 1,pB::B; 到 基 а. -a ,es 的 过 渡 
ЖЕ С. ШКА Г ЖЕ В, В: В: а а a | 做 初等 行 变换 ,得 


1 2 0 1 1 1 

Е i i-i Š ð 

[Lp， B: B: а а: а;]= 2 3 1 0 1 0 
1 0 0 0 œG =1 
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100 о 0 —11 
_ 010 + % 1 
001-5 -4 —1 
ооо о 0 o 
故 由 基 Д.В „В, FIE а ,@s 的 过 渡 和 矩阵 为 
0 0—1] 
"E w š 
гта 
所 以 
n n 
с-а а æl sp В: В.С | 
3] [3 
故 
31 
1) 9 
C|2|= 2 
з |_11 
2 


即 为 @ 126 a ,@: ,@; 下 的 坐标 . 


例 34 设 向 量 组 el ,ez ,es 是 R 的 个 基 ,pB =? a 25а: В: = 2 а: .В: 


(1) 证 明 向 量 组 让 В. ,有 ,是 Rs 的 一 个 基 ; 


а T (PT l)a. 


(2) 讨论 当 上 为 何 值 时 ,存在 非 零 向 量 @ 在 大 gi aa: 与 基肥 В: В. F t ЕЖЕ]. JER 


出 所 有 的 大. 
解 〈1) 因为 


2 g 1 
18. В. В;1=@ æ а;||0 2 0 | 


Dk 0 k+1 
Н. 
@ 1 
@ 2 0 =a ° 5 =4#0 
|22 k+1 
2k 0 k+1 


所 以 向 量 组 pi В, BER 的 一 个 基 . 
D 由 题 意 知 ,存在 不 全 为 零 的 数 zi ,zz ,zs ,使 得 


€ 2. В. t x: B+ хз В: Ti T T2 @ T T Ф. 


即 


2 Ф: æ) 2з (B: а) 0. 


Tı В. а) 
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В. =2 а‹-+2^а:.Ё:=?2 а В: а + kH Da 代入 上 式 , 得 线性 方程 组 
zı læ: + 2hgms) + zz @ 十 zs(@l 十 名:) = 0. 
由 于 该 方程 组 有 非 零 解 ,因此 系数 行列 式 |@: 2; а: е даз 一 0, 即 


1 0 1 
0 1 0)=0, 
2k 0 k 


解 得 k=0. 于 是 上 述 方程 组 化 为 
(zi + zs) @ + z: @& = 0. 
Ше æ: 线性 无 关 即 知 
[mi + zs = 0, 
= ë 
解 得 zi 一 4zz 一 0,zs 一 一 上, 从 而 和 一 人 (el аз) .1 为 任意 非 零 数 . 
题 型 9 内 积 空间 及 正 交 和 矩阵 的 计算 与 证 明 
例 35 E H R Hh ЖШ e = (1,0, — 1,0)", в = (1, 1, — 1, — 1)", as 
€ i 0 4,1y".aF8, 
A) lal 和 (ee 十 2e ,2ei ta): 
(2) a; 与 аз 的 夹 角 ; 
G) 与 ææ ,es 都 正 交 的 全 部 向 量 . 
解 (1) le 1 = em) = VI 十 0 十 (一 1)? 十 0 二 V2; 
е + 2a:.2a а) = 20а.) (а.а) + 4l@: a) + 2 G.G.) 
2х2+(—2)+4х2+2х(—3) = 4. 


(2) ie, 与 @ 的 夹 角 为 0, 则 

а.а) УЗ. — 5л 
Ге Í el Зда у 
G) 设 与 а-а-а: ВЕЗЕ у х= (а оло озода). W 


аїх= 0, @х=0. іх = 0, 


cos0 


即 
一 23 =0, 
ху{+х,—хз—лх,=0, 
=i 十 zs 十 Zi 一 0. 
求 得 上 述 方程 组 的 基础 解 系 为 @ 一 (1,0,1,0)7, 于 是 与 @ ,ees 都 正 交 的 全 部 向 量 为 ka, = 
(1,0,1,0)7,& 为 任意 数 . 
例 36 设 刀 是 秩 为 2 的 5X4 和 矩阵 ,@ 一 (1,1,2,3)T,e: 一 (一 1,1,4, 一 1)T,es 
(5, 一 1, 一 8,9)" 是 齐 次 方程 组 Вх=0 的 解 向 量 , 求 Bx—0 的 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 
解 ” 齐 次 方程 组 Вх=0 的 解 空间 的 维 数 "一 rank B=2. Xe =(1.1.2.3)7.@=(—1.1. 
4, 一 1)7 线性 无 关 , 所 以 а.а; 为 Вх=0 的 解 空间 的 基 . 将 а.а; 标准 正 交 化 , 令 


< .В.› 1 
В: а: Г 3 


C 42.10; —6) s 


Вих = 11:25807; 
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Ж В. .В: tn (u dk 48 
= 1 т В: 1 š т 
m=i л ТӨ, “ТЕП уш 77?” 


Iki V: 是 Вх=0 的 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 
$ 已 知 齐 次 方程 组 Bx 一 0 的 三 个 解 向 量 аага ,并 不 意味 着 它 的 解 空间 是 三 维 的 ， 
这 里 是 先 找 出 解 空 间 的 一 个 基础 解 系 , 然 后 再 标准 正 交 化 . 当然 ,也 可 以 直接 将 @l,@: ,@s E 
交 化 ,此 时 会 出 现 久 一 0, 即 知 @1 ,@: ,@s 线性 相关 ,再 将 有 p. 单位 化 ,得 到 Y y. 
#137 设 @i,@:，…,@,-!1 是 R" 中 线性 无 关 的 向 量 组 ,是 ææ е P A 
向 量 和 有 . 正 交 , 证 明 p, , 线 性 相关 
证 方法 1 由 于 n 十 1 个 nn 维 向 量 @i,@:，,…,@,-1.B1.B: 线 性 相关 , 即 存 在 一 组 不 全 为 
零 的 常数 ,ks，… k. h l2 ,使 得 
пе + kæ + +k am ++ 1 В: = 0. 
X а.а... АРЕ. АА. 必 不 全 为 零 . 
对 上 式 两 边 分 别 与 记 ,B: 作 内 积 ,得 
ki læ Bi) + ke læ Bi) T + kema (а Bi) 1 В. В.) (8... = 0. 
kı læ $>) А (аг $) 十 … + k, i (Emi $) + [ДҮ:Д $) + Ф: :B:) = 0, 
由 题 设 知 


LBB +BB = 0. hiep) + Bep) = 0. 


HJ 
“В; +В) = 0. <h Bit D.B = 0. 
从 而 
llh B+ ВВ) 0. 10. htl Bp) = 0. 
故 


GQ D l В... pit la В.) = 0. 
由 此 得 4 В. +l: В: =0. 而 和 ,4 不 全 为 零 , 所 以 В! ,B: 线 性 相关 . 
а 


方法 2 ЖА © ‚ҮШ A Ж(л—1)Хп EE. 由 е.а. 7" а. РЕ 36, Я rank A= 


P 
@-: 
n—1, PEL n CREJ FEH Ах =0 的 解 空 间 的 维 数 为 1. 
因 向 量 组 ace ai В 1 136. 8, В. Ax—0 的 解 ,于 是 P,PB: 必 线性 相关 . 
$ 方法 1 是 利用 向 量 内 积 按 定义 证 明 线 性 相关 ,方法 2 是 利用 线性 方程 组 解 空 间 的 
维 数 证 明 线 性 相关 . 两 种 方法 的 简 繁 是 显而易见 的 . 
A 
зв 设 A,B 为 正 交 算 阵 ,证 明 Ar.B- ATB" 及 | p BREZEN. 
证 由 4,B 为 正 交 和 矩阵 , 知 AAT=ATA=E,BB"=B'B=E, FÈ 
Un =A = В, 
PIB == ВРВ?) = 8, 
BAB =A RBA uy = ДАС у" Е, 


@ жав 向 量 空间 与 线性 空间 
y Ка „1=[ N i “Г ai m y А; 


ЖТ АТУ SO ОВ" 及 | p WE E 3266088. 


题 型 10 线性 空间 与 线性 变换 
例 39 HAR “的 子 空间 W={A|AER” ,A 二 一 A), 则 W 的 维 数 是 [l 
(A) 1; (B) 2; СО) 3; (D) 4. 


解 Nya =a ia| 2 4) Aü W 的 维 数 是 1, 故 选 (A). 


例 40 设 X 是 定义 在 及 上 的 全 体 实 函数 构成 的 线性 空间 ,计算 下 列 集合 所 生成 的 子 空 
间 的 基 和 维 数 ， 

(1) (1,e#,ze#)(azb); 

(2) {1,cos2x, sinz}. 

解 (1) 4 a#0 时 ,1,e”,xe” 线 性 无 关 , 从 而 它 是 spand, e” , xe ) 的 一 个 基 , 因 此 
ѕрап(1 „е“, ле" ) 的 维 数 为 3. 当 a=0 В. (1. xe} Ж span(1,e”,xe”) 的 一 个 基 ,span(1， 
es ,re ) 的 维 数 为 2. 

(2) IÍ 1 一 cos2z 十 2sinzzr, 且 cos2x ，2sin?x 线性 无 关 , 故 cos2z,sinsz 为 span(1， 
cos2zvsin2z) 的 一 个 基 , 其 维 数 为 2. 

例 41 设 了 是 三 维 线性 空间 X 上 的 线性 变换 , 它 关 于 基 ат заг заз 的 矩阵 是 

1 2 3 
=1 @ а 
2 1 5 
© 有 二 a1,Bz 二 i 十 az hs =a Haz Has WEH Ai poop 是 线性 空间 X 的 一 个 基 ,并 求 TAF 
Ж В. ,Bz ,Bs 的 矩阵 . 
111 
0 1 中 
90 1 


证 注意 到 
且 上 式 右 端 和 矩阵 可 道 ,因此 Bi ,Bs,Bs 为 线性 空间 X 的 基 . 于 是 


AR = 


(В. .Вг .Вз) = (ол аг аз) 


111 Eid 

ТВ. В В) = Tla заг заз) |0 1 онро 1 ] 
00 1 б @ 1 

11 ir j @ rid 1 

= ыд Ë 1 ] Е 0 J 1 | 

001 21531001 


2 4 4 
Е 一 4 | 


2 з 8 
因此 了 关于 基 忆 ,Bs 8 的 矩阵 为 


CE 同步 练习 


1. 填空 题 

(1) 已 知 向 量 组 (1,3,1)",(3,5,1)T,(1,2,3)" 线性 相关 , 则 1 二 

(2) 设 向 量 组 @ 王 (1,1,2)7,@z 一 (2,3,a)7,e@s 一 (1,2,0)7 可 线性 表示 任何 一 三 维 列 
向 量 , 则 a,b 满足 条 件 

(3) 设 向 量 组 @ = (а.0,с) ,@: 一 (b,c,0),@; 一 (0,a,b) 线 性 无 关 , 则 a,b,c 必 满 足 关系 


式 


(4) АН В = (1,8,5)" 不 能 由 向 量 组 @ 一 (1, 一 3,2)",@: 一 (2, 一 1,1)" 线性 表示 ， 
则 & 必 满足 条 件 

(5) 设 |e@ |=2,1p || =3. le +B | 二 V19, 则 @ BIK fi 0 

(6) i @=(1.2,—1,0)7,@&=(1.1,0,2)7.,@ = (2,1,1,а)7, ЖЕШ ave: Gs 生成 的 向 
量 空间 的 维 数 是 2, 则 а= 

(7) 所 有 nn 阶 反对 称 矩 阵 构成 的 线性 空间 的 维 数 是 ”  _. 

(8) Ж а = (1.1.1) .а: = (1.1.0) аз = (1.0.0) В" —.Т HR KREEK, H. 
Те) = (1,2,3), Те) = (0.1.2). Таз) = (0.0.1). ТЕЖ а.е. 下 的 矩阵 
为 


ху+2хә—2хз=0, 
D 设 三 阶 非 零 矩 阵 吕 的 每 一 个 列 向 量 都 是 方程 组 42z: 一 zz 十 Mzs 一 0, 的 解 , WI) 
Зал 22—030 


= a 
210 
(10) 设 和 矩阵 A= [ 2 0|, 且 满足 ABA" =2ВА” 十 E, 则 方程 组 Bx = 0 的 解 
001 
为 
2. 单 选 题 
(1) A 为 正 交 矩阵 , 则 下 列 结论 必 成 立 的 是 [ 1 
(A) |A|=1; (B) |А|=—1; 
(C) 4 ХК Е; (D) AT 与 4 可 交换 . 
(2) ЖАнА а.а." g, 的 秩 为 ”, 则 下 列 结论 不 成 立 的 是 [ 1 


СА) а-а: g, 中 任意 7 个 向 量 都 线性 无 关 ; 

(B) а.е. а. 中 任意 -个 线性 无 关 的 向 量 组 与 ara. a, 等 价 ; 
(C) а.а. g, 中 至 少 有 一 个 含 - 个 向 量 的 向 量 组 线性 无 关 ; 

(D) a а е, 中 任意 > 十 1 个 向 量 均线 性 相关 . 
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(3) É Ba. '@: 线性 相关 ,B @-.@› 线性 无 关 , 则 【 1 
СА) a a a 线性 相关 ; (B) а.а аз 线性 无 关 ; 
(C) BTI а. æ 线性 表示 ; (D) а пн В.а: a: 线性 表示 . 
(4) а.а ,es 是 及 的 一 组 基 , 则 由 基 а. е, га 到 а "а.е: аз в: e 的 过 渡 
HEW [ 1 
10 1 [1 2 0 
(А) |2 2 |: (B) |O 2 3j; 
з 3 L1 0 3 
Ë Жж, |a Ж 
2 4 6 2 2 2 
у 1 1 l л = 三亚 
siy T E w “£ a 
a Э cde M, Ж 
2 4 61 6 6 6 


(5) ВАСІ): awas. g. P I Pr HOH): B. "PB:，… В.Е ЕЛ 
СА) ` s< 时 ,向 量 组 ( 工 ) 必 线性 相关 ; 
(B) 当时 ,向 量 组 ( 工 ) 必 线性 相关 ; 
(C) 当 s< 时 ,向 量 组 CI) 必 线 性 相关 ; 
(D) 当 s<: 时 ,向 量 组 (CI ) 必 线性 相关 . 
(6) о В. ,B: 是 非 齐 次 方程 组 Ax=b 的 两 个 不 同 的 解 ,@1,@: 是 其 导出 方程 组 Ах=0 


的 基础 解 系 ,ki ,As 为 任意 常数 , 则 Ax=b 的 通 解 为 гл 

(Ay Ба Ьа а A, (B) kimı + kz(@ a) + 9 Ё:, 

СО kim He p +В:›+Ё—Ё:, (D) ма 6+8: В, 

(7) А 为 n ИЕ тапк А= 1 —3. Н. а.е аз У Ах=0 的 三 个 线性 无 关 的 解 
向 量 , 则 Ах 0 的 基础 解 系 为 гл 

CA) е а.а: —a a аз: (B) а Taca a: а: га: 

(C) 2 а. за =а.а —@:; (D) а те asa, е. а. 2 аз. 

(8) А ут X s E [E.B 5 Хп Е. WJ АВх= 0 与 Вх = 0 为 同 解 方程 组 的 充分 条 
件 是 [ 1 

(A) rank А =; (B) rank A=s; 

(C) rank B=s; (D) rank B=n. 

(9) A H nnd НЕ. HA, =0. WMF RIRH A") х=0 E J 


(A) 只 有 零 解 ; 

B) 有 非 零 解 ,其 基础 解 系 含有 1 个 解 向 量 ; 

(C) 有 非 零 解 ,其 基础 解 系 含有 个 解 向 量 ; 

(D) 有 非 零 解 , 其 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 与 矩阵 A 的 秩 有 关 . 

(10) 8 ар = (1.а.1. —2)7 (1,2,1, а)" 是 齐 次 方程 组 Ax=0 ЗЕЕ Ж ара = 


(1,0,6,0)" 也 是 Ax=0 [0 , WJ [ 1 
(А) a=—2,6=1; (В) a 一 2.0 一 一 1; 
(C) a=—2,b=0; (D) a=2,b=0. 
3. 判断 下 列 向 量 组 是 否 线 性 相关 ? 
3 | 2 r—1 1 
wy | wy | | 2 | a 
1 1 0 —8 111171 
1 0 1 1120012 


4. 求 向 量 组 @ = (1.0.5.2). = (3. 2,3. 4)". = (—1,1,1,3) 的 秩 与 它 的 一 
个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 的 向 量 由 该 极 大 线性 无 关 组 表示 . 

5. 设 @ 王 (1 一 ,2,3)7,@z 一 (2,1 一 ,3)7 e, =(3,3,6—2) 7. 

(1) [А 为何 值 时 ,@i e ,es 线性 相关 ? 

(2) FJ A 为 何 值 时 @-.а:-.@› 线性 无 关 ? 

6. W n 28 Ba ,pe ，… Ba E n 维 向 量 组 @1,@:,…,@n 线性 表示 , 即 存 在 矩阵 天 一 
[Les jmxm ,使 得 Lp В: = В-1=!а ае … aK. 证明: 

(1) 由 aca. g, 线性 无 关 推 出 BB B... .线性 无 关 的 充 要 条 件 是 K прай: 

(2) # K пу). Лун В.В; ,BB 线 性 无 关 可 推出 а.а: a, 线性 无 关 ; 

(3) # т=п. Н В. В: :有 ,线性 无 关 可 推出 а.а. `` ,@n 线性 无 关 . 


1 —1 一 1 一 1 
7. 设 4=|-1 1 ile- |. 
0 一 4 一 2 一 2 


(1) 求 满足 Aé,=@1 和 Й? ё. = @ ñ Br 41 lu] ht €: 8: 

(2) 对 (1) 中 的 任意 向 量 & ,6 ,证明 e e 6: 线性 无 关 . 

8. Же В = (0.6.0) ВЕ Не = (1--А,1.1) 7, а = (1.1+А,1) 7, аз 1,1,1 +k)" 
唯一 线性 表示 , 求 & КИН. 

9. ВТЕ Н а-а-а. 中 ,e@i 天 0, 并 且 每 一 个 a, 都 不 能 由 前 面 的 @1,@:，… a R 
性 表示 ,证 明 а зе ,… ,ev 线性 无 关 . 

10. HEB n 阶 非 零 矩阵 4 的 秩 为 1 的 充 要 条 件 是 存在 维 列 向 量 @ -p ,使 得 A 二 @p 

11. 设 有 两 个 向 量 组 

ü = (01,207, &= (30,607, ж&= (2,38,1007% 
B= (2,1,6)", &=(0,—2,—47, p= (4,4,16)™, 

间 它 们 是 否 等 价 ? 

12. 设 有 两 个 向 量 组 

(1):@=(1,0,2)7,&=(1,1,3)7,в=(1,—1,а+2)7; 

(H): &=‹(1,2,а-+3)7,@»=(2,1,а-+6)7 ,p= (2,2,а-Е2)7. 

(1) `a ИНВ. DIDE? ча WER СТУСА? 

(2) 当 a 为 何 值 时 ,( 了 工 ) 能 被 ( 卫 ) 线 性 表示 ,但 ( 卫 ) 不 能 被 (了 ) 线 性 表示 ? 

13. 设 @ = (а,1,1)", а = (1.6.3007, аз = (1.1.1), В = (A.3.9 7. PH a, b 取 何 
值 时 ， 
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cl) B 不 能 被 向 量 组 a a:a: 线性 表示 ; 

(2) BB 能 被 向 量 组 æ ,ez ,es 线性 表示 , 且 表 达 式 唯一 . 求 出 其 表达 式 ; 

(3) BB 能 被 向 量 组 æ ,ez ,es 线性 表示 ,但 表达 式 不 唯一 ,并 求 出 一 般 表达 式 . 
14. #(2,—1,1,—107 是 方程 组 


| 21 axıt br; +2xı= 0, 
z+ Xz zst r= 1, 
|= (2+а)хз+(4 + b)zs+-4z.= 4 


的 一 个 解 , 求 : 
(1) 该 方程 组 的 全 部 解 ; 
(2) 该 方程 组 满足 条 件 zz 一 zs 的 解 . 
15. 已 知 齐 次 方程 组 ( 工 ) : 
а | 2 1 Заз 0, 
| xı 322 + ахз= 0, 
За. +92: +a? zs = 0 
ME): аа 13а +3z =a —9 有 公共 解 , 求 a 的 值 及 所 有 公共 解 . 
16. Ўл МЕА = Га e с @,] 的 前 n 一 1 个 列 向 量 线性 相关 ,后 n 一 1 个 列 向 量 
线性 无 关 , H. В =a те 十 … Te,. 
(1) 证 明 方程 组 Ax 二 有 无 穷 多 解 ; 
(2) 求 方程 组 Ax 二 的 通 解 . 


CE 单元 测验 


一 、 填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

1. 设 向 量 组 @i = (2,1,1,1) sæ = 二 (2,1,aya) "二 (3,2,1,4) 7, 二 (4,3,2,1)" 线性 
相关 , 且 a1, W] а= 

2. 设 向 量 组 @ = (2.1.1.107, (1.2.1.3), = (1.1.2.5) 与 向 量 组 pi pep 
В. 0.11 В. .В: ,Bs В. š 

3. 设 向 量 组 @i ,ez ,es 线性 无 关 , 且 向 量 组 pai asa: 一 es ,1@&s a 线性 相关 , 则 р. 5. 
:应 满足 条 件 

4. #а=(‹1.1.0)7.,@=(0.1.1)7.@.=(1.1.1)7 是 有 的 一 个 基 , 则 有 =(3,4,3) 7 在 
该 基 下 的 坐标 为 j 

5. É n MEEA 的 各 行 元 素 之 和 为 0. Н rank 4 一 ?2 一 1, 则 方程 组 Ах= 0 的 通 解 
为 

6. 设 rank Ах 2р ,党 都 是 方程 组 Ax 一 的 解 , 且 2 委 十 3 学 一 (3:1,2) ,3 省 十 5 他 一 
(6,3, 一 2)", 则 方程 组 Ax 二 b 的 通 解 为 А 

二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

1. а.е ,es 线性 无 关 , 则 下 列 向 量 组 中 ,线性 无 关 的 是 【 1 

‹(л›а+3@-—2@.3а‹+2@ 5а .2 а е: 3а: 


(B) а 2.2 а е Caja 2 е: 


(C) За е.а: 2 е .2 в ге: —2 аз: 


(Da 2 2 в. 3 a .2 а a аз. 


ri 3 3 Вя 

2. ВЖЕ A—[e ez аз e@:] 经 初等 行 变换 化 为 |0 1 1 2 |, гл 
10 @@ 1 lj 

(АЛ) а: 3а 12 е Tas: (В) a: =a: е аз: 

(C) @ 一 一 2e Te ез: (D) а.е аз а: 线性 无 关 . 

3. Z A.B 为 正 交 矩阵, 则 下 列 和 矩阵 不 是 正 交 矩阵 的 是 [ 1 

(A) А”; (B) B`; Os H (D) A BT. 

4. 设 向 量 组 @ ,es ,es 线性 无 关 , 记 可 由 а: а: ,es 线性 表示 ,而 向 量 :不 能 由 a aa: 

线性 表示 , 则 对 于 任意 常数 k, 必 有 гл 


CA) аео: В. В: 56; (B) aca aki -+B: 线 性 相关 ; 

(C) aaa. В: (D) а.а а: В. В: 2102. 

5. 设 А=[а; ЈЄВ' ”为 不 可 逆 和 矩阵 , 且 A 中 元 azz 的 代数 余子 式 А» 520, ШҮК Jr ËR 
Ах 0 的 一 个 基础 解 系 是 [ 1 

(A) (Аз,А»,Азг)"; 

(B) (Aza „Az, Arn); 

(C) (An;An Aa)", (Ars Az, Az)"; 

(D) (An sAr, Anr)" (Aa s Azz ,Azs)". 

6. Kaea a 是 四 维 非 零 列 向 量 ,A 一 [@，@: а; Qj]. 方程 组 Ах=0 的 基础 解 


系 为 (1,0,2,0)", 则 A" х=0 的 基础 解 系 为 [ 1] 
СЛ) aca: (B) а-а: -а:: 
(C) а Taca газ a: га; (D) aı aa га: a: га: а: га. 


三 、(10 分 ) а = (1.3.2.1). а аза Ш асас a, а: 为 正 交 向 量 组 . 


1 1 F19 p= 1 
ДЕ |+ [ В. |» ШЕТ 
1 21 а L 1 b 


{Ч.Ж В, В (IH ЕНЕН а, >а: a: 线性 表示 ; 
11.1 
01 2 
1 2 a 


[= 


、(10 分 ) (1) 设 @ 


r— 11 


2 ?| a,b 为 何 值 时 ,矩阵 方程 AX = B 有 解 , 并 求 
1 ë 


(2) E A= ‚B= 


出 所 有 的 解 . 


五 、(10 分 ) 设 A= ,已 知 方程 组 Ах=Ь 存在 两 个 不 同 的 解 , 求 ， 


A 1 1 Га 
0 4—1 на 1 


1 1 А К 


(1) Аза; 
(2) Эг Ах=Ь 的 通 解 . 
六 、(10 分 ) ШНА а.е. а. 是 齐 次 线性 方程 组 Ax= 二 0 的 一 个 基础 解 系 ,向 量 B 
不 是 方程 组 Ах=0 的 解 , 即 AB 隆 0, 试 证 明 : 向 量 组 B Bap Ta. .B+e@: 线性 无 关 . 
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E. 12 分 ) 给 出 一 个 以 


=s 14 12 14 

23 20 20 20 

x= 0 +h 1|+ А: 2| 十 As 3 
0 3 5 1 

0 2 1 2 


为 通 解 的 线性 方程 组 . 

八 、(12 分 ) ЖА тх EE gp 入 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 的 两 个 不 同 解 € 
是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 非 零 解 ,证 明 : 

Q) 向 量 组 gop 一 党 线 性 无 关 ， 

(2) # rank A 二 nn 一 1, 则 向 量 组 Ep gp- REX. 


(A) 


7. 证 明 向 量 组 а te е Taca ae 线性 无 关 当 且 仅 当 el,ez ,es 线性 无 关 . 
证 容易 看 出 

£ 0 1 

1 1 ] ， 

pl 1 


їй ЕНА ЖЖЖ B= AC. W |C|=2,8 C n] j. FEE B n] p ч FL {ЯН А 可 
道 , 即 向 量 组 @ taa: ta ,es a 线性 无 关 当 且 仅 当 а-а ,es 线性 无 关 . 

9. 若 向 量 组 aaa, 线性 无 关 , 向 量 组 æ aa а: 线性 相关 ,向 量 组 а.а аза 线 
性 无 关 ,证 明 向 量 组 æ ,ez ,es ,es —a, 线性 无 关 . 

证 由 于 向 量 组 el ,ez ,es 线性 无 关 , 向 量 组 a a ,es ,@ 线性 相关 ,因此 @ 可 由 向 量 组 
a æ a; 唯一 线性 表示 , 即 


[a е етв а а= l a е al 


а. = Һе + kæ: + ka. 
设 有 一 组 数 li ,ls ,ls ,ls ,使 得 
пе 1 е 1з аз 1, (а в.) = 0. 
Жа 代入 ,整理 得 
(h —kili)@ + (L; — kls)@ + (Is — Ёз) @-+ L @ = 0. 
因为 向 量 组 а.а: ,es ,es 线性 无 关 , 所 以 


i—kl = 0, 
ls = kls = 0, 
ls—ksls = 0, 

L = 0, 


解 得 1 二 /一 ls 二 4 一 0, 故 向 量 组 @ ,ez a: ,es —a, 线性 无 关 . 


习题 选 解 @ 


1 Ж = 
10. 设 和 4 是 4X3 矩阵 ,下 是 3X3 矩阵 , 且 4B 一 0, 其 中 4 一 , ,证明 B 的 列 
й =- =й 
向 量 组 线性 相关 . 
解 对 4 做 初等 行 变 换 化 为 阶梯 矩阵 : 
1 1—1 11 —1 
alt 2 Ij Jor 2f 
2 š б 00 0 
0-1 =@ 00 O] 


则 rank А=2. ХШ АВ=0 得 rank A 十 rank В<3. УЙ rank B<1. 所 以 В 的 列 向 量 组 线性 
11. 设 向 量 组 a ,@ ,@; 线性 无 关 , 问 常数 р.а 满足 什么 条 件 时 ,向 量 组 pe: 一 el qas ~a.» 
а 一 es 线性 无 关 . 
解 ” 设 有 一 组 数 ki ka ,As ,使 得 
kı(pa: е) + k:(qæ: е) (е — ез) = 0. 
整理 后 得 
(ks—ki)@ + (kp—k)@ + (Кд — ks) @ = 0. 
由 于 向 量 组 a ,ez ,es 线性 无 关 , 因 此 


ks—ki = 0, 
Е 


А9 — Ёз = 0. 
即 得 齐 次 线性 方程 组 
=] 0 1 kı 
| & 一 1 0||k |= 0. 
0 q 1% 
H HLH ре: 一 el qa: —е a е 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 上 述 方程 组 只 有 零 解 ,这 等 价 于 其 
系数 行列 式 不 为 零 , 即 pq 天 1. 


12. ЖА п 阶 和 矩阵 ,车 存在 正 整 数 k, 使 线性 方程 组 А*х=0 有 解 向 量 @ , 且 4 а Z 
0, 证 明 向 量 组 @ Aa ,…,4 a 线性 无 关 . 
证 设 有 一 组 数 h... ,li, 使 得 
la Аа Аа hLA а = 0. (E) 
在 上 式 两 端 同时 左 乘 4 ,得 到 
ПА а Аа А a+ Б.А а = 0. 
В ЛА а = 0. Уй h 0. 代入 (* ) 式 得 到 
Аа Аа 1 А а = 0. 
再 在 上 式 两 边 同 时 左 乘 4 , 93] 
LA а Аа 1 1А а= 0, 
Ш Аа 一 0, 得 l 0. 类 似 可 得 /二 0,…,W 二 0, 这 说 明 向 量 组 @ .Аа ,…: AT @ 线 性 
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无 关 . 

14. 问 k& 取 何 值 时 ,一 (1,k,5) 能 由 向 量 组 @ 一 (1, 一 3,2),@: 一 (2, 一 1,1) 线 性 表示 ? 
又 & 取 何 值 时 ,B 不 能 由 向 量 组 ai a 线性 表示 ? 

解 记 A=[@i æl EELA B 门 做 初等 行 变 换 化 为 阶梯 矩阵 :; 


i Ži l > 1 
ГА p']=|—3 —1 k |> |0 —1 1 
2 151 10 Ü 2+8 


"4 k=—8 时 ,rank А =гапкГА 有 站 ,方程 组 Ax 二 B" 有 人 解 ,能 由 向 量 组 @1,@: 线 性 
Жл. 
X kÆ—8 时 ,rank A<rank[A "jj. 方程 组 A4x 一 有 无 解 ,B 不 能 由 向 量 组 el .а: 线性 


表示 . 
1 十 / 1 0 
1 |- 1+6 1 =l: 
1+6 > 


1 1 
C) PTH a æ a 线性 表示 , 且 表 达 式 不 唯一 ; 

(2) BTI H ææ а 线性 表示 , 且 表 达 式 唯一 ; 

(3) В Ета æ a, 线性 表示 . 

解 记 4=[e，@ а). ХИА В ] 做 初等 行 变换 : 


1 


15. 设 а= 2 ШШЕ ШИ 


1 十 4 1 1 0 111+ b° 
ГА pg]=| 1 1+b 1 b|— [ b —Ь xi 
1 1 1+b b 120 —# — 6° 
(1) 34 b=0 Н] Ax=B |] 77 БЕН 
р 7—58 as 


求 得 方程 组 Ах= В йу 
(ziyzayzs) = (—k—l,k,l)", 
从 而 得 表达 式 
B= (一 4 一 0) а 十 k@: 十 l@;， k,l 可 取 任 意 数 . 
BTI H a a: а: 线性 表示 , 且 表 达 式 不 唯一 . 
(2) 40520 时 ,对 [LA В 继续 做 初等 行 变换 : 


1 1 1+6 b? 
[А p8]~|o1 —1 1—5 
0 0 —3—b 1—2—Ь 


当 b 隆 一 3 时 ,可 由 @1,@: a, 线性 表示 , 且 表 达 式 唯一 . 
єз» 8—8 时 ,B 不 能 由 a-a: -a 线性 表示 . 


18. 设 有 向 量 组 
0 a b 
СТ): В. | |+ Ё [ ; 
1 0 


=l 
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1 3 7 
Ё | ,@2 0 |. | 6 | Е 
-3 1 =y 
已 知 向 量 组 ( 工 ) 与 (下 7) 有 相同 的 秩 , 且 ps 可 由 æ aa Е. Ка. 的 值 . 
解 设 4=[e，e@: a:]:.B=[ В. В: В: 1. 因 ГАШ | а-а: a: 线性 表示 , 故 非 齐 次 方 
程 组 Ах. 对 增 广 和 矩阵 [A ”Bs] 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 和 矩阵: 


(H): a 


1 3 9 b 1 3 9 b 
ГА И: ]= 2 0 6 1 |= Ú = —12 1—26 
=@1 -f7 0 0 0 0 5—62 


H rank А =гапк[А В: | 知 b=5. 

因为 向 量 组 (I ) 与 (J[) 有 相同 的 秩 , 所 以 rank A=rank В. 而 rank A 二 2, 因 此 rank B=2, 
Вр В| =15—а=0,18 а=15. 

19. BA n АСТ: а, УСП: В..рВ:. "~. В.с А [e аг 
а.).В8=1В. В: … BJ WEN: 若 向 量 组 ( 工 ) 与 ([) 等 价 ' 则 矩阵 4 5 B 等 价 . 并 举 反 
例 说 明道 命题 不 成 立 . 

证 ”因为 向 量 组 ( 工 ) 与 (I) 等 价 , 所 以 向 量 组 ( 工 ) 与 ( 工 ) 的 秩 相 等 ,从 而 rank A=rank B, 
即 矩阵 4 $j B ЗИК. 反之 不 成 立 ,例如 对 于 


1 0 0 0 
A= [ 1 |， B= Ë 1 
0 0 LÜ 1 
有 rank 4 一 rank В=2, АЕА 5 В 等 价 ,然而 其 列 向 量 组 不 等 价 . 
20， 写 出 一 个 以 
2 —2 
一 3 |, 4 
х с 1 сз 0 
0 1 
为 通 解 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 中 с.с; 为 参数 . 
解 ” 解 齐 次 方程 组 


[ © =š 1 "| 22 
=i} 

—2 4 Ф 1 23 

LT 
得 到 一 个 基础 解 系 ( 一 2, 一 1,1,0)7,( 一 3, 一 2,0,2). 要 找 的 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 可 取 为 

一 2 —1 1 0 

i; =@ 0 中 

21. 设 四 阶 和 矩阵 А 的 秩 为 2, 且 Ag = bG=1.2,3.4) ,其 中 
1 


1 

1 =i 
L a= Ды ol Д. — 1 g: Ды 
0 


0 


N NNN 
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求 非 齐 次 方程 组 Ax 一 已 的 通 解 . 
# ”因为 rank 4 一 2, 所 以 Ax=0 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 为 2, 令 
人 一 (it) раро) = (0.2.—1.0)'. 
= st) 一 (g. gÚ) = (1.3.1.2), 
Ш 各 ,二 :为 齐 次 线性 方程 组 Ax—0 的 一 个 基础 解 系 . ME pHo 一 (1,1,1,1)" 为 非 齐 次 
线性 方程 组 Ax—b 的 一 个 特 解 , 故 其 通 解 为 
x= ki (0,2„—1,07 +2; (1,3,1,2)7 + (1,1,1,1)7, kioke HERA. 
хї-Е?д«—2?лз=0, 
24. 已 知 三 阶 和 矩阵 коша ы чй xz 十 axzs 一 0, 的 解 . 
3z + жж®— zs=0 


(1) Жа; 

(2) ЕВ |B| 三 0. 

# (1) МУВА ААО ЭТТЕН ОКЕ, Н. B0., Br DA PF K y FEA HA AE 2 fié, JA 
而 其 系数 行列 式 5Ca—1)= 0, a=1. 

(2) 将 题 中 齐 次 线 方程 组 的 系数 矩阵 记 为 4, 则 rank A=2, H. AB=0, Е rank А + 
rank В<3, # rank В<1. T: |B| =0. 


1 2 0 


1 ==] 1 
26. Ёа = e= 生成 的 向 量 空间 为 Vi 8. = 5 :二 | ERK 


1 
0 
L 
0 1 
向 量 空间 为 V; ,证 明 V =V.. 
Ш Ха е В В: | 做 初等 行 变换 化 为 阶梯 和 矩阵 ,由 阶梯 矩阵 可 看 出 
тапК а а] = rank| В, B:] = rankle е: В. pl- 
所 以 向 量 组 ат. а; 与 向 量 组 l. :等 价 . 它 们 生成 相同 的 向 量 空 间 , 即 Va = V. 
30. 试用 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 将 下 列 向 量 组 标准 正 交 化 . 


0 1 1] 
(1 а = i -| 中 -| 
1 1 0 
1 1 11 
| |а| |. = |! 
1 0 0 
0 1 o] 
й (1) А-а В: = == Lo, 1;155% 


(@; :В.› а: $) 2 T 
B: а ЁЁ P (в:.В. 8: 3 tl 1, — RS 
再 单位 化 ,得 到 标准 正 交 向 量 组 


1 0.15, 


y = B. i y. = B: A 1 
ГАТ Z Il % 


B: 1 F 
» TB. l gor 1)", 
1 1 
(2) р =a В: 01.0. 1,2)", -0.3.—1,—1)", 
再 单位 化 ,得 到 标准 正 交 向 量 组 
1 т 1 т 
= (1,0,1,0)", Ф = — (1,0, — 1,2)", 
r 2 "в 
一 й а р {т 
y: 5 kasa 1, — 1°. 
11 =T f 5 
1 1 1 
31. 设 4 是 秩 为 2 的 5X4 和 矩阵 '@ 一 | ，| '@ 4 PES | | | 是 齐 次 线性 方程 组 


3 L 一 1 | 9 
Ах=0 的 解 向 量 , 求 Ax 二 0 的 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 

解 ”因为 dimN(A)=n—rank A 二 4 一 2 二 2, 所 以 Ax=0 的 解 空间 N(4) 的 基 含 两 个 向 
ht. 易 知 а-а: РЕ ат заг 是 N(A4) 的 一 个 基 . 

再 对 ææ 标准 正 交 化 ,得 


B oea. В: z (一 2,1.5, 一 3)7; 


1 я 1 Ë т 
y = —— (1,1,2,3)", P = —— — 2,1.5, —3)'. 
v15 V39 


W PP 是 N(4) 的 一 个 标准 正 交 基 . 


а А РЕ е = sapih 1 
32. а-а -аз 为 实 向 量 空 间 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 В. 3 (a 2 2a).B: 


1 1 эй 
可 (2@ —@?а.).В3=-‹?2а+2@—а:) Ш V 的 一 个 标准 正 交 基 . 


证 ”由 题 意 知 ,对 于 任何 i,j 二 1,2,3, 有 


Ús Г. 
(аса) = a'a; = ШУ 
1, i=j, 
从 而 
1 
(В.В. ВЇВ:=— 1 (а — 2 a — 2 e)" (2а а: 2а) 
1 
o 2era аа ?аа — ea e ?аа 
4а: a аа ?аа deia) 
= 0. 
同 理 可 证 


(8 = BBD = 0. (pi:p') = (В: .В.) = (В: .В:) = 1. 
所 以 В. В. „В. У ИЕ ТЕЗЕ, 


33. а 为 维 非 零 实 向 量 ,证 明 A=E— ee 为 正 交 和 矩阵 . 
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证 ”因为 4 为 实 和 矩阵 , 且 


АТА= (Е Е аа' )(Е 2 аа') 


2 ту , ， 
аа T аа + r aa aa 
са аа (a а) 


Е ав" + —т—+@‹а'е)е' = Е, 
aa аа) 


所 以 А ТЕЗА. 
36. 验证 下 列 集合 对 于 所 给 定 的 线性 运算 是 否 构成 及 上 的 线性 空间 . 
(1) WMA 阶 实 反 对 称 矩 阵 的 集合 У.Е ЖЕНУ ЖЕ Ж: 


2 


К |20,0 3535838 , 按 通常 的 函数 加 法 和 数 乘 ; 


(2) V,= d 


(3) Уз= | f.[0,1]—R [А f(z)dx 一 0 , 按 通常 的 函数 加 法 和 数 乘 ， 


(4) 设 @ ERR ERFITT Та 的 所 有 向 量 的 集合 , 按 通常 的 向 量 加 法 和 数 乘 ; 
(5) 在 R* 上 定义 如 下 的 加 法 旬 和 数 乘 。: 
Cars)" © (у›,уг) 1 = (zl 十 yiyzz 十 yz +m), 
= т 
k o Gaza)" = (krishrs 20а) . 
解 (1) 因为 Vi 是 及 ”" 的 非 空子 集 , 并 且 对 任何 4,BEVi K k€ R ,有 
(А + В)" = АТ + ВТ (A+B), 
(РА)Т = РАТ = РА, 
所 以 Vi 是 R" 的 子 空间 , 即 V, 是 实 线性 空间 . 
(2) 显然 及 上 所 有 连续 实 函 数 的 全 体 C(R ) 按 照 函 数 的 加 法 和 数 乘 构 成 实 线性 空间 . 
又 因为 Vs 是 СОВ ) 的 非 空子 集 , 并 且 对 任何 x(),y() € V, K k€ R ,有 


(+ у) Фл а? 

ар > (= + у) аў æq T y=0, 
d’ (kx) r йж ` de _ 

a s s. (5 =) 0. 


所 以 Vs 是 C(R ) 的 子 空间 , 即 V, 是 实 线性 空间 . 
(3) 因为 对 任何 f(x),g(x)EVs 及 kER ,有 


1 1 1 
| (fx) + g(z))dz = | сод | g(z)dz = 0, 
0 0 0 


1 1 
| kf (Zr)dz = e| /(х)а4х = 0. 
0 0 


并 且 可 以 验证 Vs 满足 八条 运算 规律 ,因此 它 构 成 实 线性 空间 . 

(4) 该 集合 不 构成 线性 空间 ,例如 (3.1)7, (一 3,1)7 不 平行 于 (0,1)" ,但 它们 之 和 平行 
天 

(5) 显然 ,R? 对 于 加 法 四 和 数 乘 * 两 种 运算 是 封闭 的 ,并 且 关 于 加 法 四 满足 交换 律 和 结 
6. FRE: XE Car)", (yy) TER. K k LER ,满足 线性 空间 的 其 余 六 条 运 
算 规 律 . 


эшн @ 
零 元 素 为 (0,0)7; 


Caisa)" 的 负 元 素 为 (一 1)。(zayzz)7 一 (一 zi 一 zz 十 zi)73 
1l.(ziyzz)TI 一 (zlvzz)7; 


T 
ke (Le Cars) = k (раа +EP a S 41) 


е7 б» у 
= (kx skizz +k м-р 4 EAD eat) 


= Т 
= (klær klx» HEED) =H a 


( 


T т 
ke Саа) @ 1° Саа)" = (kerkee + Эд) @ (кы, + шо ai) 


l 


_ т 
(#+ Dais k+ Daz + ав y) 


СФЕ D ° Саула)"; 
ke Uriz)" Ф (yyyz)7) k ° (m + уле +y: + ziy)" 
k (e 


= (kea F yi) Вб + yz) + 


т 
= (kx і Аут. тг і куз tt D 21 71 i š 


= (kerke: 二 4 二 De) © (rt +É D y)" 
= (холе) ФА а Сур 19527, 
BUER? fk Hš ТСЕ ° BJ K R РЕ # [Н] 
39. KARA V= {lazr tHaixrta)e" [аза а ER ) ,按照 函数 的 线性 运算 构成 三 维 
线性 空间 .在 V 中 取 一 个 基 x?e”,xe”,e”, 求 微分 运算 D 在 这 个 基 下 的 矩阵 . 
解 ” 先 求 出 基 zx?e” ,xe”,e” 中 每 一 个 向 量 在 运算 D 下 的 像 : 
D(x’e) = 2ze* +z?e*, Ю(хе") = еб + хе, D(e’)=e’, 
再 将 它们 在 基 x?e” ,zer ,er 下 的 坐标 向 量 构成 一 个 矩阵 , 即 
10 Q 
D(22e*,ze*,e*) = (л?е",хе*,е%) |2 1 0 
1 3 
40. 在 四 维 线性 空间 R2 中 ,证明 ， 


М Leca bls 
RROME ЭРЕШЕ А I 2 | 在 这 个 基 下 的 举 标 
解 DA e skoska skas IET 


Ш Jf 1 1 1. =l =] 1 
kı +k: +k; +k, = 0, 
1 1 кй. мй L == J =] 


这 等 价 于 
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kı + +k — kı = 0, 
kı +h — k; +k = 0, 
kı—kz +k; +h = 0, 
kı — kz — k; — kı = 0, 
上 述 齐 次 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 16, 因 此 方程 组 只 有 唯一 零 解 , 即 
1 1 1 1 $. =f =] 1 
P Ч; Ж ИЧ: P h [ 1 й 
线性 无 关 , 故 这 是 及 一 的 一 组 基 . 
设 和 矩阵 A 在 上 述 这 个 基 下 的 坐标 为 (zkyzzyzs,zs)5，, 则 


Ë Еа 1 Гь = Е р d 
“lr daler = ш ЫС" аа a а! 


R АЕ — 4 EF KR PEDT E E BJ E RAEI 


Xl > 22 1, аз Os Zi L, 
А Е 5 157 
所 以 矩阵 人 的 坐标 为 (这 ,一 1,0, 去 ) 


41. вл |, 1] ,对 任意 XE R ,定义 映射 T(KX)=A X. 
(1) 证 明 T ER”? Еу ЕЛ; 
Р 中 1 1 1] fl 一 11 [一 1 1 
@ 求 了 关于 基 | ШМ. АЕ 14 1 Јен 
й (1) 因为 对 任何 4,BER2: 及 woOER ,有 
T(aA +В) = As (aA 十 0B) = аА„А-_5А„В = aT(A) +bT(B), 
所 以 工 是 已 关上 的 线性 变换 . 
(2) i 


T(8,) = АВ, = [ [ y. 

ü 27р л 1 eA 
т) = AB: = | [ 161 |" 

3 41-1 一 1 一 1 一 1 
T(B;) = AB; = [ [ 
1 n ']- [ ЕЧ 

з 4JL 1 —1 1 —17 
容易 看 出 ,T(CB: ) 和 T(B,) 在 基 В,.В;.В;.В, 下 的 坐标 分 别 为 

(= 150,050). 10505150): 


采用 本 章 习题 选 解 中 第 40 题 的 方法 , 求 得 矩阵 TB) #l ТОВ.) 2 В,.В,.В..В, 下 的 坐 
标 分 别 为 


T(B.) = А,В, = [ 
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(Sy 005" CO 
因此 T X F3EBi.B:.Bs ,B, 的 矩阵 为 
Б —1 0 0 
—=@ 0 0 0 
о 06 1 
0 0 2 0 
(B) 
42. 设 有 两 个 向 量 组 
Г1 1 1 
(1):e@ 0 < HE ,| 
L2 3 а+2 
[ 1 2 2 1 
СП): p. = 2 -| 1 |æ- 1 
bata a+6 a+4 1 
问 : 当 а 为 何 值 时 ,向 量 组 ( 工 ) 与 (IT ) 等 价 ?” Ча 为何 值 时 ,向 量 组 (I 工 ) 与 (本) 不 等 价 ? 
f 记 4=[e，e: a:].B=[ В. В: p:] ,对 矩阵 [4 B] 做 初等 行 变换 : 
Г1 1 1 1 2 2 
[А В]= |01 —1 2 1 1 
LA 3 а+2 20413 mi ati 
Г1 1 1 2 2 
—— 1 Si 2 1 
10 Q a+l а—1 а+1 а—1 


由 此 可 知 , 当 a 天 一 1 时 ,rank A 


当 а= —1 时 srank A=2,rank B=3, 
Lm Ж: 
、 2+а 
43. 设 四 维 向 量 组 @ = æ=], 
Ë а 


a -æ -a a 线性 相关 ? Ч æ aa a 线性 相关 
量 用 该 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 . 


一 rank B=rank[A Bj] 二 3, 故 向 量 组 (I 工 ) 与 (本 ) 等 价 . 
因此 向 量 组 (I 工 ) 与 ( 卫 ) 不 等 价 . 


3 4 
„Гаја 为 何 值 时 


3 4+a 
时 , 求 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 


解 对 和 矩阵 А = Га, с а; &:] 做 初等 行 变换 : 
Ite 2 3 4 1 Z 3 4+а 
1 2+a 3 4 00а =å 
A=] y в ga а |uet =a 
1 2 3 4+а1 a Ü =а 


由 上 可 知 ,|4| 二 0 В а.а -аз a 线性 相关 的 充 要 条 件 是 a= 0 нй а= — 10. 
当 a= 0 if æ a: aa, Н У 1-а ааз а: 中 的 任何 一 个 向 量 都 能 成 为 其 极 大 线性 
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无 关 组 . Ч @ 作为 极 大 线性 无 关 组 时 .有 @ =2 а.а: 3 a = 4 m. 
当 а= —10 时 ,继续 对 А 做 初等 行 变换 : 


Í & 8.67 rio p =i 
0 о —10 10 010 =i 

aii б —iő б 7 jeo i 71|" 
-10 о o lJ looo o 


容易 得 出 æ ,ez ,es 是 el,e: ,es a 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 且 @: 一 一 el 一 e: 一 Ga. 


1 1 [a] гї 一 分 一 各 
Е | '@› Д В! 1 В: | Е | 
а 1 1 La] 4 a 
试 确定 常数 4, 使 得 向 量 组 a, ға: ,es 由 ШЕЕ: В, В: :有 ;线性 表示 ,但 向 量 组 В. $: ,B: 不 能 由 
向 量 组 @ ,ez a 线性 表示 . 


f 记 4=[e е а;|1.В=[Ё, В: bp:]. 对 和 矩阵 [B 4] 做 初等 行 变换 ， 
[ —@ —@ 1 1 n] 


44. WAHE a, 


[В А]= 


l а а 1 а 1 


а 1 a a 1 J 


1 == —2 1 1 а 
一 a+2 &+2 0 аЛ L ë | 
0 0 а—4 0 3(1—a) – (1-а)? 
当 a=—2 时 , 则 
1 _@ _@ 1 I —@" 
[B AJ> 0 о оо 一 3 3 
LO о — 0 9 —91 
显然 ez ,@; 不 能 由 В. В: ,线性 表示 ,因此 аз&—2. 
当 a=4 BF, 
ы Же 1 1 41 
[В А]— |0 6 6 0 з — 
LO 0 0 0 一 盘 =p 
显然 æa 不 能 由 В..В: ,线性 表示 ,因此 а%4. 
而 当 a 关 一 2, 且 а54 Н, гапк В =гапкА В |= 3, ЖИ а.е аз 可 由 В: В: p 21 
表示 . 
АЯП ГА ”Bj 做 初等 行 变 换 : 


S. 
l] l а 1 = =? 
[А В]= [ а 1 1 a | 
al 1 а а 
1 1 а 1 = =@ 
-| w= 1—4 0 а+2 а 
0 0 2—a—a 0 6+3а 4442 


№10 -p B. В. Ен а а ,@ 线性 表示 : 必 有 a 一 1 二 0 或 者 2 一 a 一 a* 王 0, 即 а=1 或 者 


习题 选 解 G 


а=-—2, 
综 上 所 述 ,满足 题 设 条 件 的 只 能 是 а —1. 
15. 设 @.B 为 三 维 列 向 量 ,矩阵 4=aa7 十 针 ? ,证明 : 
(1) rank А<2; 
(2) 若 @,B 线 性 相关 , 则 rank 4 一 2. 
证 (1) 因为 rank(ee )<rank а <1 .rank(88 <1 . Hi VA 
rank А = rank(@@™ +287) < rank(aqa т) 十 rank(BB') < B. 
(2) Ма ВЕНЕ ВТО е ВНЕ, UD а — kB. T 
А = аа BD = kB t) ВВ" = a рв". 
所 以 
rank A = rank( (k? + 180") < rank(@g') Sigg 
46. ШЕВ: n 维 列 向 量 组 @1 ,@: ,… са, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
aa аа … аа 
ee аа ~ аа 
| | |, 
аа аа … ае. 
证 А-а а … J.M) aa. a, REEK НИХ Ч rank 4 一 72, 这 等 价 于 
1А 1520, ХЗ ТАТА | = |А" | |А |550, Bp 


Тт T T Fa 
са аа … аа а 
T P T т 
са аа асе а: 
М Ë Ë == е [m е … е. |50. 
т T т т 
са аа … аа. 4. | 


17. ЗА а-а-а (7 之 2) 线性 无 关 , 令 
В. а һа. В: @ tlan …， Be- = ami + lma а„. 
证 明 向 量 组 ЁЁ. B. RIETER. 
证 设 有 一 组 数 ki skos ,km-1, 使 得 
kı Bit ko Re+ +k В = 0. 
В. ,BB:，… 8. BJ Жл А Esk 
kı (@ + h @„) + kz(@ + lz @һ„) + kn (аа + 1, Ф) 0, 


Ме + kæ: 十 … + kmi ваа + (kili kolo + = + kmilmi) @, = 0, 
从 而 由 aa: a, 线性 无 关 , 得 
kı kz e.. k. kili kala + АЕ. 0. 
故 向 量 组 pipe Ba REER. 


гі @ 29 
2 4 6 
[з 6 k] 


48. 已 知 三 阶 和 矩阵 4 1995—17 Са ,0,с) 520. Ж B= 


(k 为 常数 ) ,上 且 АВ=0, 


求 线性 方程 组 Ax=0 的 通 解 . 
Е 容易 看 出 , 当 & 尖 9 时 ,rank B=2, M mi H АВ = 0 知 rank A+ rank B<3. T E: 
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rank A<1. Mi abc 不 全 为 零 , 即 rank 4 三 1, 故 rank A=1. 此 时 
dimN(A) = n — rank A = 2, 
即 Ax=0 的 基础 解 系 含 两 个 向 量 .和 矩阵 B 的 第 一 列 和 第 三 列 线性 无 关 , 可 作为 基础 解 系 , 因 
此 Ax=0 的 通 解 为 
x 一 后 (1,2,3)7 +Ë (3,6,6)7, bob: 为 任意 数 . 
W k=9 时 ,rank B 王 1, 类 似 地 有 rank A<2.rank 4 三 1, 从 而 rank A=1 或 rank 4 一 2. 
若 rank A 二 2, 则 
dimN(A) = n— rank A = 1, 
方程 组 Ax 二 0 的 通 解 为 
x= k (1,2,3)7, b HERZ. 
若 rank A 二 1, 则 
dimN(A) = n — rank A = 2, 
此 时 与 4x 二 0 同 解 的 方程 组 为 
ахі бхз 1 сз = 0. 


不 妨 设 a 了 0, 则 Ах=0 的 通 解 为 


+ . T 
х=й (- 1.0) +b (50,1) ， kirke 为 任意 数 . 
1 2 3 
49. ИСТРЕ А = а а а: 1-а 220. П AB=0,B 1 2 —3 |. а-а. 


k 1 6 
аз 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 . 

fg `i kZ2 时 ,rank B=2, Н AB=0 # rank A 十 rank B<3, Мй rank А<1. H a Z0 Ж 
rank 4 三 1, 故 rank 4 三 1. 此 时 向 量 组 @ ,ez a 的 秩 为 1. 取 а 为 向 量 组 е.а ,es 的 一 个 极 
大 线性 无 关 组 .根据 4B 一 0, 得 


jæ —@;+@; = 0. 
la —@: +2@ = 0, 
а =a: a. =0 m. 
щ k=2, 1] rank B= 二 1, 类 似 地 有 rank А<2.гапк 4 三 1. 从 而 rank A 二 1 或 rank 4 一 2. 
# rank 4 一 1, 即 向 量 组 a a: ,es 的 秩 为 1, 则 取 @i 为 向 量 组 @i ,ez саз 的 一 个 极 大 线性 
无 关 组 ,由 4B 一 0, 有 
е е +2e = 0. 
因此 а = а ж-а. 
# тапк A 二 2, 即 向 量 组 æ ,ez ,es НОР У 2. К а-а, 为 向 量 组 a еа 的 一 个 
极 大 线性 无 关 组 ,由 4B 一 0, 有 


а 一 &: 十 26: = 0. 
所 以 a; =a +2 аз. 
50. 设 A 为 n ПАРЕ. 1А | = 0, A WET a; RART Ау #0, ИЕН]. 
(Aa Azs An)" 是 4x 一 0 的 基础 解 系 . 


习题 选 解 Ў 


证 ЖА |=0 Я rank 4 一 2 而 4 的 某 个 代数 余子 式 非 零 , 故 rank 4 三 7 一 1, 于 是 
rank A=n— 1. 从 而 dimN(A)=n— rank A 二 1, 即 Ax=0 的 基础 解 系 含 一 个 向 量 . 

根据 4A4 ..A|E=0 n 8I,A ”的 每 个 列 向 量 都 是 Ax=0 的 解 . ЧА 的 某 个 代数 余子 
式 , 故 可 选 A 的 第 i 个 列 向 量 作为 Ax 王 0 的 一 个 基础 解 系 . 

51. Ür в: = (аа ао," aa) G=1,2, sr; r<n) Ж n ЗЕН. Не ,e: ,…,e@, 线性 无 
关 . ME SM B= bzs sbn)" 是 齐 次 线性 方程 组 


апл Hanzz: + ~ +H ant: = 0, 
азах + а хә +° Hant = 0, 
azı T Gaza 4 ss Ta Za = 0 


的 非 零 解 , 试 判断 向 量 组 æ ,@: ,… a. p REK HE. 
解 设 有 rr 十 1 个 数 有 ,ks，…,k,,, 使 得 
kim + kam 十 … К.а. В = 0. (ж) 


两 边 均 与 向 量 B 作 内 积 得 

(Bka + ka + + ka, tkp) = 0. (жж) 
由 于 8 是 题 中 齐 次 方程 组 的 非 零 解 , 即 

В.а) = В.а) = … = В.а) = 0, 


因此 由 (** ) 式 得 
(B,kB) = В.В) = о. 
因 Bp 为 非 零 向 量 , 故 (BB,B) 取 0, 从 而 k= 二 0. 代 入 (* ) 式 得 
ka + baa 十 … + hg, = 0. 
由 aea 线性 无 关 , 可 知 о 66, 0, т а а ,的 线性 无 关 . 
52. 设 A,B 为 n WEZE, H. |A| #]B]|, WEH A+B 为 不 可 逆 和 矩阵 . 
证 因为 A,B 为 正 交 和 矩阵 , 即 ATA=E.BTB= E. FPA 
AT(A+ B) = E+ATB = ВТВ + АТВ = (ВТ +AT)B = (A+ B)'B, 
两 边 取 行 列 式 得 14|14 十 中 | = |А+В| В|. вр 
(0ЦА|—|В|)|А+В|=0, 
从 而 由 |41 取 1B| 知 |4 十 BI 二 0, 故 A+ B 29 An] %⁄ B E. 
53. 设 A,B 为 n MEZHER п 为 奇数 ,证 明 | (А—В)(А-+В)|=0. 
证 因为 4,B 为 正 交 和 矩阵 ,所 以 |4|*==1,1B|? 二 1, 且 由 第 52 题 知 
АТ(А +В) = (A+ B) B, 


从 而 
(0ЦА|—|В|)|А+В|=0. (ж) 
同 理 可 证 
47(4 一 B) = (В—А)?В, 
于 是 


G(|A|+| в р |A—B|=0. (жж) 
X [А |52 1В |, С ) 式 得 |14 十 B| 王 0, 故 | (4 一 B) (А-В) | =0; 
当 |4|=|B| 时 ,|A| 十 |B| 关 0, 由 (** ) 式 得 |A 一 B| 二 0, 故 | (4 一 B) (А +В) |= 0. 
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54. 已 知 齐 次 线性 方程 组 


(аз tbri + азхг +-азхз tastat = 0, 


ал + (az +6) х + aszs + +H arts = 0, 


ал + агаг + (as + b)zs +° ах, = 0, 


arxı +azzz + aszs +° + (a, + b)=, = 0, 


其 中 > а: 0. ЕНЕ а заз. san 和 6 满足 何 种 关系 时 ， 
(1) 方程 组 仅 有 零 解 ， 
(2) 方程 组 有 非 零 解 ,在 有 非 零 解 时 , 求 此 方程 组 的 一 个 基础 解 系 . 


解 (1) 上 述 方程 组 只 有 零 解 当 且 仅 当 系数 行列 式 不 为 零 , 即 (Уза, +0) 0.14 


JE, 34 0520 H 052 — 2; ai 时 ,方程 组 仅 有 零 解 . 


(2) 4 b=0 R 0= — У) а; 时 ,方程 组 有 非 零 解 . 


当 o=o 时 ,方程 组 变 为 


qizi + aszz + aszs + ° + a,z, = 0. 
因 2) 必 天 0, 故 不 妨 设 w 天 0. 此 时 ,方程 组 的 基础 解 系 为 


(1,0,0,0), (0,1,0, 0)", (—2=,0,0,0,+—.1 у. 


а а а 


мов Уа уй Ў) а 0 M10220. ХОНИО ВЕРЕЯ ДИТ E D 将 第 л f 


的 (一 1) 倍 加 到 前 ”一 1 行 ; 再 将 前 "一 1 行 都 除 以 0; ЛОЯ г НО Саг) ШЖ n fT 
(i 二 1,2,…,n 一 1) ,此 时 第 nn 行 全 为 零 , 即 


atb az as ami a, 1 б Ü = D <l 
a atb as | аа а„ © 1 0 0 一 1 
a аз аЬ = ака a, ü Ü Ж = p = 
а ағ аз = math а 0 0 ü =» 1 s 
а аз аз кы ami а, +b Ó Ü u {== p 0 


从 而 方程 组 的 基础 解 系 为 (1 .1,… ,1)". 
55. лп ЛЕВА Ах =b, HP 


2а 1 
а? Za 1 21 1 
а? 2а 1 22 0 
Á = | z= к= 
а? @ 1 A 0 


习题 选 解 人 


(1) 证 明 行 列 式 |A| 二 (nn 二 Da”; 
(2) 当 a 为 何 值 时 ,该 方程 组 有 唯一 解 , 并 求 vi; 
(3) 当 a 为 何 值 时 ,该 方程 组 有 无 穷 多 解 , 并 求 通 解 . 


E (1) 对 14| 做 初等 行 变换 ri11 一 -ri(i 二 1,2,…,n 一 1) 化 为 上 三 角 行 列 式 , 得 


š 
2a 1 
3a 
0 2 1 
4a 
0 T 1 
һа1= са g = (n+ 1а". 
na 
à ж—1] š 
(nt 1а 


п 


(2) 方程 组 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 |A| 二 (nn 十 1)a" 关 0, 即 a 关 0. 由 Cramer 法 则 知 >+, = 


М! ,将 行列 式 |A | 按 第 一 列 展开 即 得 与 14 | 相同 的 п—1 阶 行列 式 , 故 
i] 1 
0 2a 1 
a 2а 1 
| 4i |= š а = па"! 
а да 1 
а? 2а 
п 
ТА m= Dya: 


(3) "í a=0 时 , 易 知 方程 组 的 通 解 为 
xı = Ё (1,0,0, ---,0)7 十 (0,1,0,…,0)"， 上 为 任意 数 . 
= 221135253 =0, _ 
56. 设 有 四 元 齐 次 线性 方程 组 ( 工 ) : 且 已 知 另 一 个 四 元 齐 次 线 
ху+2х»+хх,—х,=0, 

ЕЛЕ (H ) 的 一 个 基础 解 系 为 e =(2.—1.а-+_+2.1)7.@=(—1.2.,4.а-+Е8)7. 

(1) 求 方程 组 ( 工 ) 的 一 个 基础 解 系 ; 

(2) 当 а 为何 值 时 ,方程 组 CI) 与 (IT ) 有 非 零 公共 解 ? 在 有 非 零 公共 解 时 , 求 出 全 部 非 
零 公 共 解 . 

解 (1) 对 方程 组 ( 工 ) 的 系数 矩阵 做 初等 行 变换 : 


| °] p: °] 
ñ$ j —i 3 5 фу [=i 


得 到 ( 工 ) 的 同 解 方程 组 
[а +32: = хз, 


Заз + 524% = Tis 
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解 得 一 个 基础 解 系 
B= (1,0,2,3)7， В:= 0,1,3,5)". 
(2) 方法 1 方程 组 (TI) 与 (了 ) 有 非 零 公共 解 当 且 仅 当 存在 不 全 为 零 的 数 уз, уз, уз, 
Ys, 使 得 
yB y: B: — y: @ +y æ. 


这 又 等 价 于 齐 次 方程 组 ( 焉 ) : 
yı 
Lp В: —@ —@: | ” =0 
Уз 
ya 
有 非 零 解 . 对 齐 次 方程 组 ( 亚 ) 的 系数 矩阵 做 初等 行 变 换 ,得 
1 0 =й 1 Lọ = 2 1 
_ 0 1 1 — 0 0 1 1 = 
[fp а oa o 
8 5 = =y =$ 0 0 0 ætl 


所 以 a 二 一 1 В, FEA ( III) A 4E2 ffe ЕН E 77 E 
P = 2ys — Ws 


yz =— уз + 254 
АННЕ (2.1.1.097, —1,2,0.1)7, MF Ж#Н ( lll ) KERER RA 


yı 2 =A 
Уг = 1 2 м 
= ki + ， kiok: 不 同时 为 零 ， 
Уз 1 0 
ya 0 1 


从 而 
yı =2kı— kz, ye = + 2k. 
于 是 方程 组 (I)、 CI ) 的 全 部 非 零 公共 解 为 


2 —1 
—1 2 А 
Qh — k2) В. (— kı +26) В = kı i Hkz д |" kisk: 不 同时 为 零 . 
1 т 
方法 2 方程 组 (了 本) 的 通 解 为 
21 2b 一 k; 
z | _ А = + 22, 
и е akal’ 
š; kı + (а +8)Ë, 
代入 方程 组 ( 工 ) ,化 简 得 关于 hik. 的 线性 方程 组 (CT ) : 
—(a+ Dk =W 
| (a+ 1)Ë — (a+ Dk, = 0, 


习题 选 解 > 


方程 组 ( 工 ) 与 (下 ) 有 非 零 公共 解 当 且 仅 当 方程 组 (CNW ) 有 非 零 解 ,这 又 等 价 于 方程 组 CT ) 的 
系数 行列 式 一 (a 十 1)” 二 0, 即 得 a 二 一 1. 此 时 方程 组 (CT ) 的 全 部 非 零 解 是 kik 不 全 为 零 ， 
从 而 方程 组 ( 工 ) (CI ) 的 全 部 非 零 公共 解 为 


ач 2 к=] 
22 = 2 
= ban + kæ: = ki + А ， k1,kz 不 全 为 零 . 
T3 1 4 
ч 1 7 


57. 某 公 司 销售 部 在 6 月 份 经 统计 得 知 前 五 个 月 的 销售 额 依 次 为 4. 0 万 元 ,4. 4 万 元 ， 
5.2 万 元 ,6.4 万 元 和 8.4 万 元 .统计 员 发 现 这 些 数据 接近 一 个 二 次 多 项 式 函 数 . 试 求 这 组 数 
据 的 拟 合 曲线 ,并 预测 该 公司 12 月 份 的 销售 额 . 

# ”因为 销售 额 与 月 份 的 关系 近似 于 一 个 二 次 多 项 式 函 数 ,所 以 设 这 组 数据 的 拟 合 曲 
线 为 


у = f(x) 一 an 十 aiz 十 azz2， 


由 题 设 条 件 得 到 正规 方程 组 
5 15 551га 28.4 
15 55 e ||| | 
55 225 979] Laz 380. 8 


解 得 
з 33 1 
т" а Ü ар 4.2400 
“| сз ш з É ВЕІ 
= 1 3 1 380.8 0.2571 
2 7 14 
即 拟 合 曲线 为 


у = f(z) = 4. 2400 — 0. 46292 + 0. 2571z2, 
于 是 该 公司 12 月 份 的 销售 额 约 为 /(12)=35. 7076. 
58. HARDI (an) 满足 
a =l, az=l, а, = 2а + За, п 2 3, 
试 求 {fa,} 的 通 项 公式 . 
Ш ”由 主教 材 知 ,V={{a)|wER } 构 成 一 个 无 限 维 实 线性 空间 ,而 
W = ((a,) € V | a, = 2arit3a s(n > 3)} 
是 V 的 线性 子 空间 , 且 W 是 二 维 线性 空间 . 
iZ W 中 有 等 比 数列 {a,} 满 足 a, 二 a1g”!= 二 gq”! (n 二 1,2,…),g 关 0, 则 由 {a,}EW 知 
当 n 宇 3 时 ,有 


i i Sq 3, 
Вр gq 二 2g 十 3, 解 得 qi 二 3 ,gz L 
显然 n23 М.ф: 247 Зд (一 1.2). 这 说 明丽 中 确实 存在 分 别 以 gq1,g: 为 公 比 
ЈА НОВО (91 la). Р q q a ,因此 这 两 个 数列 构成 W 的 一 个 基 . 于 是 对 任何 {a,) € 
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殉 , 必 存在 两 个 数 c. d ,使 得 
由 а =1,а: =1 即 得 
(+4 = 15 
ы; + dq: = 1, 
M e= id=, 所 以 W НВ la, 的 通 项 公式 为 


= та + DD, asg 


LOZ 


矩阵 的 相似 化 简 


= 


1. 理解 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 概念 及 性 质 ,掌握 求 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 . 

2. 理解 相似 矩阵 的 概念 和 性 质 , 了 解 矩 阵 相 似 对 角 化 的 条 件 , 熟 悉 矩 阵 相 似 对 角 化 的 
21. 

3. 理解 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 ,掌握 实 对 称 矩 阵 的 正 交 相似 对 角 化 
1. 

4. 知道 Jordan 块 .Jordan Ж [£ .Jordan 定理 和 Cayley-Hamilton 定理 ,会 求 Jordan 标 
准 形 和 相似 变换 矩阵 . 


一 、 特 征 值 与 特征 向 量 


1. 设 AEC”", 如 果 存 在 数 X* Mn 维 非 零 向 量 p 19 Ар=Ар. ДА 为 矩阵 4 的 一 
个 特征 值 ,向 量 p 为 4 的 对 应 于 4 的 一 个 特征 向 量 . 

2. 行列 式 |4E 一 A| 称 为 矩阵 A 的 特征 多 项 式 . 77 АЕ—А|=0 称 为 矩阵 A 的 特征 
方程 . 

3. 矩阵 A 的 特征 值 就 是 特征 方程 的 根 ,A 的 对 应 于 特征 值 Me 的 特征 向 量 就 是 齐 次 方 
程 组 (XE 一 A)x 王 0 的 非 零 解 . 

注 EFF A 对 应 于 特征 值 Ao 的 有 限 个 特征 向 量 的 线性 组 合 所 产生 的 任何 非 零 向 量 都 
是 А 对 应 于 Xho 的 特征 向 量 . 

4. 车 Æ n MIEREA 的 特征 方程 的 : Ф.Ш Ao 为 4 的 上: 重 特征 值 , 称 上 为 he 的 代 
数 重 数 ; Vy ={PEC"|4p 一 iop} 称 为 4 的 对 应 于 特征 值 ns 的 特征 子 空间 ,n 一 rank(AoE 一 A) 
称 为 特征 值 Ao 的 几何 重 数 . 

5. 设 4 是 n MEEA 的 特征 值 ,那么 

(1) 对 任何 非 负 整数 &,X* 是 A* 的 特征 值 ; 

(2) 对 任何 多 项 式 f(x) ,7F(A) 是 矩阵 多 项 式 /(A4) 的 特征 值 ; 

(3) # A п], ЈА :是 逆 矩 阵 4 一 的 特征 值 .14 一 是 伴随 矩阵 А" 的 特征 值 . 
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6. i n WERE A =[а» 100 п ЕРЕН S Ai sA stt sAn Л 
(1) ПЕ =|А |; 


(2) Sh = Ja = tr A. 
Т. 矩阵 A 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 . 


二 、 相 似 和 矩阵 的 概念 和 性 质 


1. ВЯРА, В H n MER EFEK 已 ,使 得 P 'AP= B.WJ K A 与 B 相似 ,或 
A ЖШШЕ В.П fE A— B.JË R ЁК РЕ. 

+ ”相似 是 方 阵 之 间 的 一 种 等 价 关系 ; 与 数量 矩阵 相似 的 矩阵 只 能 是 它 自己 . 

2. АВ, 

(1) rank 4 一 rank В; 

(2) |А|=|В|; 

(3) 对 于 任何 多 项 式 a), H СА) ~ РСВ); 

(4) А 与 B 有 相同 的 特征 多 项 式 ,从 而 有 相同 的 特征 值 ; 

(5) 4 与 B 有 相同 的 迹 . 

$ ”上述 的 (1)、(2)、(4)、(5) 不 是 矩 阵 相似 的 充分 条 件 ,(3) 是 矩阵 相似 的 充 要 条 件 . 


、 相 似 对 角 化 的 条 件 


1. A 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 A 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ( 相 似 变 换 和 矩阵 的 n 个 列 就 
是 特征 向 量 , 对 角 和 矩阵 的 对 角 元 就 是 特征 值 ). 特别 地 , 若 n ИШЕ А 有 nn 个 互 异 的 特征 值 ， 
W A 可 对 角 化 . 

2. EWA n WERA B 有 相同 的 特征 值 h: Аге Ans B Ai Azet sAn SW A 5 
B 相似 . 

3. n ЙИ ЕЕ А 中 任 一 特征 值 的 几何 重 数 不 大 于 代数 重 数 . 

4. n 阶 和 矩阵 A 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 A 的 全 部 相 异 特征 值 的 几何 重 数 之 和 等 于 nn, 这 
等 价 于 A 的 每 个 相 异 特征 值 的 几何 重 数 等 于 代数 重 数 . 

5. б п ЖА 可 对 角 化 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 

А = Рдіар (Аз hz，… sÀn) P, 
则 对 于 任何 多 项 式 f(x), 均 有 
fA) = PdiagC(f (A1) , (Аз) stts fA P. 


四 、 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


1. 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 均 为 实数 、 特 征 向 量 可 以 取 为 实 向 量 . 
2. 实 对 称 和 矩阵 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 
3. п 阶 实 对 称 和 矩阵 A 可 正 交 相似 对 角 化 , 即 存在 正 交 和 矩阵 8, 使 得 
ОТАО = ОАО = діав(А, .Аг.---.А,). 
其 路, 2, 为 4 的 全 部 特征 值 ,Q 的 列 向 量 是 4 的 ?个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 , 它 
们 依次 对 应 于 特征 值 Ai ,As ，… sAn 


疑难 辨析 Ç 


ж. Jordan 标准 形 
1. ЖШ 


„с = 


的 矩阵 称 为 一 个 2 阶 Jordan 块 ,其 中 EC . 

2. 由 若干 个 Jordan 块 组 成 的 分 块 对 角 和 矩阵 

J = diag(J (Qh), JÜ, Qa) = (А0) 

称 为 m Hm: + +m, K Jordan 矩阵 . 

3. Jordan 定理 : 对 于 任何 4AEC"” ,总 存在 允 阶 可 逆 和 矩阵 己 ,使 得 

P ''AP = J = diag(J,, Qi) ,J,, Q a), Jm, (0), 

若 不 考虑 各 Jordan 块 的 排列 次 序 , 则 Jordan ERE J ih A 唯一 确定 的 .J 称 为 4 的 Jordan 
标准 形 . 

4. Cayley-Hamilton 定理 : 设 4AEC"” ",p() 三 |) 五 一 A|, 则 p(4) 王 0. 


问题 1 和 矩阵 的 相似 与 矩阵 的 等 价 有 什么 关系 ? 
答 ”矩阵 的 相似 是 同 阶 矩 阵 之 间 的 一 种 关系 ,矩阵 的 等 价 是 同型 矩阵 之 间 的 一 种 关系 . 
HEME 4 一 有 , 则 存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 得 P 'AP= В, її A 室 B, 即 相似 的 矩阵 必定 等 
价 . 但 是 ,等 价 的 矩阵 不 一 定 相似 . XJ T Hi: 
= р 
0 1 


ма, 


ASB. 因为 А 是 数量 矩阵 ,而 下 不 是 数量 矩阵 ,所 以 4 与 也 不 相似 . 

问题 2 和 矩阵 4 的 一 个 特征 值 对 应 无 穷 多 个 特征 向 量 , 试 问 : 和 矩阵 4 的 一 个 特征 向 量 
能 否 同时 对 应 于 A 的 两 个 不 同 的 特征 值 ? 

答 ” 否 .这 是 因为 , 若 p 是 A 的 对 应 于 相 异 特征 值 41 Ae 的 特征 向 量 , 即 

Ар = А\р. Ар = лр. p 50. 

ДІА. А2) р 0. H А 3А: H p= 0. 209. Bl A 的 一 个 特征 向 量 只 能 对 应 于 A 的 一 个 特 
征 值 . 

问题 3 HEREA 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 的 线性 组 合 是 否 为 4 的 特征 向 量 ? 

答 设 和 is 是 4 的 相 异 特征 值 ,它们 对 应 的 特征 向 量 依次 为 pipo W 

Api = Ар, Арг = Агрг. 

下 面 考察 线性 组 合 Ар T k po. 

(1) А, №, 全 为 零 时 ,kipi1 十 kspz 二 0 不 是 A 的 特征 向 量 . 

(2) 当 色 ,kz 中 一 个 为 零 、 另 一 个 不 为 零 时 ,显然 hpi 二 kzps 是 А 的 特征 向 量 . 

G) А. 全 不 为 零 时 .kip1 十 kzps 不 是 A 的 特征 向 量 . EREA kipi tkp: 是 A 
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BJ PEI] Br. DM fe fe Z А.Ф 
A(kıpı + kzp2) = A(bipi + hop), 
从 而 А.д. pı Hkzàz pz =À(bipi рг). В 
kb (Ai = å) pı + k; (Аг — à) p: = 0. 
因 A12 , 故 pi pe 线性 无 关 , 于 是 由 上 式 知 
kı(àı А) =0, ARz(z 一 人) = 0, 
而 有 ,kz 全 不 为 零 , 所 以 如 一 1z 一 ,与 和; 相 异 的 假设 矛盾 . 
问题 4 方 阵 4 与 其 转 置 矩阵 4" 有 相同 的 特征 值 ,试问 它们 对 应 于 同一 个 特征 值 的 特 
征 向 量 是 否 相同 . 
答 ” 否 .例如 ,对 应 于 


1 2 10 
4=|。 s| "= [, s] 
的 同一 个 特征 值 1,4 的 所 有 特征 向 量 和 A 的 所 有 特征 向 量 分 别 为 
21). 11]. :为 任意 非 夫 数 ， 
即 4 УАТ 对 应 于 特征 值 1 的 特征 向 量 不 相同 . 
问题 5 相似 矩阵 的 特征 值 是 相同 的 ,试问 相似 矩阵 对 应 于 同一 个 特征 值 的 特征 向 量 
之 间 有 何 关系. 
Z 设 A~B, 即 存在 可 逆 和 矩阵 P 了 ,使 得 P !AP=B; 4 是 A 和 B 的 任 一 特征 值 , 则 p 是 
A 的 对 应 于 特征 值 A 的 特征 向 量 当 且 仅 当 
Ар = лр. р 5 0. 
从 而 
BP™p = P™Ap = АР 'p, Р-р 5 0, 
HI P~p 3 B 的 对 应 于 特征 值 * 的 特征 向 量 . 
问题 6 设 4 和 了 为 同 阶 方 阵 , 下 列 哪些 命题 是 正确 的 ? 
(1) АЖА. В 的 特征 值 , 则 4 也 是 A 十 B 的 特征 值 . 
(2) ФА A.B 的 特征 值 , 则 4 也 是 AB 的 特征 值 . 
G) # p A A.B 的 特征 向 量 , 则 p 也 是 A 十 B 的 特征 向 量 . 
(4) 若 p A A.B 的 特征 向 量 , 则 p 也 是 AB 的 特征 向 量 . 
答 O) 错误 .反例 如 下 : 2 是 矩阵 


2 1 28 
а= | J в- | 1 

的 特征 值 ,但 是 2 不 是 A 十 B 的 特征 值 . 

(2) 错误 .反例 同 (1),2 EEE A.B 的 特征 值 , 但 是 2 不 是 4B 的 特征 值 . 

(3) 正确 . 这 是 因为 ,由 条 件 知 存在 数 A 和 4, 使 得 

Ар = Ар. Bp = Ар. pA0, 
从 而 
(А + В)р = Ap + Вр = Qi +À2)p, р 5 0. 

ED p 也 是 A 十 B 的 对 应 于 特征 值 41 十 hz 的 特征 向 量 . 


范例 精 讲 Ç 
(4) 正确 .证 明 与 (3) 类 似 . 


问题 7 实 对 称 矩 阵 必 能 对 角 化 ,那么 可 对 角 化 的 矩阵 一 定 是 实 对 称 和 矩阵 吗 ? 
答 ”可 对 角 化 的 矩阵 不 一 定 是 实 对 称 和 矩阵 . 例如 ,矩阵 


13 1 0 1 1 Ё = 
si R 让 B= Ë 外 к= B 1 рсе k " 

满足 P 'AP= B.R B EX fE BE А 可 对 角 化 ,但 4 不 是 对 称 和 矩阵 . 

问题 8 实 方 阵 的 特征 向 量 一 定 是 实 向 量 吗 ? 

6 AKIE A 是 对 称 和 矩阵 时 ,4 的 特征 向 量 不 一 定 是 实 向 量 , 但 由 于 A 的 特征 值 是 
实数 ,因此 其 特征 向 量 可 以 取 为 实 向 量 . 

当 实 方 阵 A 不 是 对 称 和 矩阵 时 ,4 的 特征 向 量 可 能 取 不 到 实 向 量 . 例如 矩阵 

11 
a= [i 1) 
的 特征 值 为 1 十 i 和 1 一 i. 不 难 求 得 对 应 于 1 十 1 和 1 一 i 的 全 部 特征 向 量 分 别 为 
e] ж a[i] emi eene. 

这 说 明 A 的 特征 向 量 都 不 是 实 向 量 . 

问题 9 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 必 为 实数 ,那么 正 交 矩阵 的 特征 值 有 什么 特点 ? 

答 лп ИЕА ПЕ E. p= Саз азза)" 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 ， 
则 Ap=à2p.pZ0. 

由 于 正 交 和 矩阵 4 是 实 和 矩阵 ,因此 

p'At ч р'А" = Ар", 
上 式 两 边 右 乘 Ap ,得 
Р'АТАр = à р'Ар 一 MDTP， Bp р р=|А|*р р. 
又 由 pZ0 知 
p p= аа +aa + +aa,>0, 

FH 1А =1, BP TE ZZ ЖЕП {ЕГ BF ПЕЕ BJ ЖУ A 1. 

问题 10 将 实 对称 和 矩阵 A ñj 重 (1 三 2) 特 征 值 4 对 应 的 t 个 线性 无 关 的 特征 向 量 正 交 
化 之 后 得 到 的 上: 个 向 量 还 是 对 应 的 特征 向 量 吗 ? 

Z asea 是 A 的 对 应 于 X 的 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,将 其 正 交 化 后 得 到 
В. .В. . ·-- .В.. 根据 Gram-Schmidt 正 交 化 方法 ,每 个 В а. са. са, 的 线性 组 合 , 从 而 都 
是 A 的 对 应 于 X 的 特征 向 量 . 

问题 11 若 方 阵 4 不 是 实 对 称 和 矩阵 ,能 和 否 将 4 正 交 相似 对 角 化 ? 

答 тў. 这 是 因为 ,4 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 不 一 定 正 交 ,所 以 将 A 正 交 相似 对 
角 化 必定 要 把 A 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 化 ,即将 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 进 
行 线性 组 合 ,这 样 产 生 的 向 量 不 是 4 的 特征 向 量 . 


CE 范例 精 讲 


题 型 1 特征 值 的 概念 和 性 质 
例 1 BA Æ n 阶 反 对 称 和 矩阵 ,Xi 是 矩阵 A 的 特征 值 , 证 明 一 ia 也 是 4 的 特征 值 . 
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证 方法 1 设 p 是 A 的 对 应 于 特征 值 41 的 特征 向 量 , 则 Ар=А.р.рэ20 
A'™p =—Ap = (— А)р. 
即 一 ia: АТ 的 特征 值 ,从 而 一 ia 也 是 A 的 特征 值 . 
方法 2 ШЕЯ ,А = —А, В |АЕ-А| =0. х 
| CDE —A |= 1)" | aE +A |= 1)" | АЕ+А" | 
= (— 1)" | à E—A |= 0. 
从 而 一 A1 也 是 4 的 特征 值 . 
$È 对 于 涉及 是 矩阵 4 的 特征 值 ,p 是 A 的 对 应 于 A 的 特征 向 量 的 题 型 ,首先 应 考虑 
特征 值 与 特征 向 量 的 定义 Ар=эр. 
例 2 BRERA 有 两 个 相 异 特征 值 ,ei,es 是 A 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 且 4"*(ei 十 
@)=а ге А = 
解 ЕА. ,Аг 为 A 的 相 异 特征 值 ,不 妨 设 Аа. = е. IJ Z. 4T Аа: = À; а. 因 
A’(@ те) = е е. 
即 
Ла 0а = а е. 
故 
Qi—l) e + (2-10) в = 0, 
Hae e 线性 无 关 , 知 Аї=1›,А#=1. Tü AA, ЖА |=АА:= —1. 
例 3 #=Ю Ж AW ElI3A+2E|=0,|A—E|=0,|3E—2A|=0, ДА" — E| 等 于 
[ 1] 


со 


5 у — =W 
СА) 37 (В) 3 (©) 3+ D-7 


解 ”由 题 设 条 件 知 4 ОУЕН Аа 
一 1, 且 A" 对 应 的 特征 值 分 别 为 


2 
3 „А2 1.25 š. Ж |А | =А,ААз = 


LA| _ 3 [А | i [А | 2 
а Ài g m е "2 g 
ША" —Е 的 三 个 特征 值 分 别 为 ji 一 1,pz 一 1,ps 一 1, 从 而 
|a —g |= (u — D= —1) > 
所 以 应 选 (A). 
注 若 lah 十 bE| 二 0(a 隆 0), 则 和 дла. 
4 бап 维 单位 列 向 量 ,E 是 n 阶 单位 矩阵 , 则 [ 1 
(А) Е—аа' 不 可 逆 ; (В) Е-е" 未 可 着; 
(C) E+2em" 不 可 道 ; (D) E—2 аа" KT. 


解 ” 因 为 由 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 可 推出 ,ee: 的 特征 值 为 2 一 1 个 0, 一 个 1, 所 以 
E—am 的 特征 值 为 n 一 1 个 1, 一 个 0, 因 此 |E 一 @e | =0. M ü E—am' 不 可 逆 , 应 选 (A). 

对 于 (B) ,而 下 十 eg: 的 特征 值 为 x 一 1 个 1, 一 个 2, 则 |E 二 @e" | Z0. 

对 于 (C) ,而 EE 十 2 ват 的 特征 值 为 n 一 1 个 1, 一 个 3, 则 |E 二 2 аа | Z0. 
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对 于 (D) ,而 E 一 2@a" 的 特征 值 为 n 一 1 个 1, 一 个 一 1, 则 |E 一 2 аа" |520. 
所 以 Etag .Е-2 ад 1 Е—2 аа 都 可 逆 . 
例 5 REMEE A ША°*—5А-+6Е=0,гапК(А—2Е)=2. А 的 所 有 特征 值 . 
解 aA 的 任 一 特征 值 , 则 由 A 一 54 十 6E 二 0 知 一 54 十 6 二 0, 解 得 4 二 2 或 A 
3, 即 4 的 特征 值 只 能 是 2 或 3. 
由 A 一 54 十 6E 二 0, 知 (4 一 2E) (4 一 3E) 二 0, 于 是 
rank(4 — 2E) + rank(A — ЗЕ) < 5. 


而 
rank(A — 2E) + rank(A — ЗЕ) > rank[ (A — 2E) — (А — 3E)] = rank E = 5, 
所 以 


rank(A — 2E) + rank(A — ЗЕ) = 5, 

ED A 的 相 异 特征 值 的 几何 重 数 之 和 为 5, 因 此 A 可 对 角 化 .已 知 rank (А — 2E) = 2, Ш 
rank(A 一 3E)= 二 3, 从 而 А 的 特征 值 分 别 为 2,2,2.,3,3. 

Ж Жп МЕЊА 可 对 角 化 , 则 和 是 和 A 的 k 重 特征 值 当 且 仅 当 гапК(АЕ—А)=п—. 
当 ARTHA, EEA 至 少 存在 一 个 特征 值 的 几何 重 数 小 于 其 代数 重 数 ,此 时 由 
rank(XE 一 A) 的 值 无 法 确定 和 A 的 代数 重 数 . 

例 6 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,B 为 nXm 和 矩阵 ,证 明 AB 与 BA 有 相同 的 非 零 特征 值 . 

证 i A AAB 的 任 一 非 零 特征 值 ,p 是 对 应 于 4 的 特征 向 量 , 则 ABp 二 Xp , 故 

BA(Bp) = А(Вр). 

此 时 必 有 Врэ20. 这 是 因为 ,假若 Вр= 0. 11 АВр=0 二 Xp ; 而》 天 0, 故 p 一 0, 与 天 0 了 矛盾 . 
TE A AE n 阶 和 矩阵 BA 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 Bp. 

同 理 可 证 ,BA 的 任 一 非 零 特 征 值 必 是 4B 的 非 零 特征 值 . 

Ж XË ABA m 个 特征 值 ,BA 有 7 个 特征 值 ,但 它们 有 相同 的 非 零 特征 值 ,所 不 同 的 
是 零 特 征 值 的 个 数 . 此 题 也 可 以 由 第 3 章 范例 精 讲 中 例 18 的 结论 

A" |АЕ„—АВ |= А" | АЕ„— ВА | 

即 知 AB 与 BA 有 相同 的 非 零 特征 值 . 

例 7 如 果 存 在 正 整数 &, 使 得 А*=0., ШЖ: A ЕАН Е. ПЕН А 是 短 零 矩阵 当 且 
仅 当 4 的 特征 值 全 为 零 . 

证 必要 性 . 设 存在 正 整 数 &, 使 得 A 二 0. 对 于 A 的 任意 特征 值 4, 记 р 蚌 与 之 对 应 的 
特征 向 量 , 则 Ар=Ар ,p 冯 0, 因此 

0 = Atp = лр, р5 0, 

于 是 4 二 0, 即 A КИРНЕ H ВЕ УЖ. 

充分 性 . 因为 A 的 特征 值 全 为 零 ,所 以 由 Jordan 定理 知 , 存 在 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 A 二 
PJP! ,其 中 Jordan 标准 形 J 可 表示 为 

Ј., (0) 


J 0) 


J... 00) 


{у= 5 章 ”和 矩阵 的 相似 化 简 


且 对 每 个 Jordan 块 
о“. 
Ja 0) = U | t е, 
е 
有 [J。 (0) J" =0G=1,2,--,s) ЗЛ. Р А А = тах(т: |115) EA 
Te 6001“ 
[Ж (0) ]* 


A = Вур р P -!= 0. 


Lp. 6033 
Ж EF: A 的 特征 值 全 为 零 并 不 能 说 明 А 与 零 矩 阵 相 似 , 因 为 不 知道 4 能 否 对 角 化 ， 
但 一 定 存在 与 A 相似 的 Jordan 标准 形 . 
题 型 2 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 


—1 2 2 1 2 
2 —1 —2 2 0 
例 8 Ж йА= 2 一 2 —1 1 4| 的 所 有 特征 值 . 
о о 018 
о WW 0298 
f 记 
= 9 Š L š 
epa Е |, е | ] а= [3] 
ор 2 2 
2 一 2 一 1 1 4 
则 
)E: 一 B —С 
| AEs —A |= б ыы] 
而 
| aE; —B |= 一 1)2(0A 十 5)， |2E,—D|= Q+1)Q-—4), 
所 以 


[АЕв&—А |= СА— I A+ 50›4+ 110—4) 
故 A 的 所 有 特征 值 为 4 5,Аг làs =à =l às =4. 


1 0 = $ 
b 1 w ë 

例 9 设 ” 阶 矩阵 4 一 | ， ， ,| R A 的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 . 
E &В = 1 


# 因为 


[АЕА |= = 1+ aD], 
Br A E Е A 的 所 有 特征 值 为 
а = 1+(т@—1)8, À = Аз = А, = 1—6. 


范例 精 讲 全 


Q) ¥ b=0 时 ,一 jz 一 … 一 和 一 1, 且 人 4 为 单位 矩阵 ,所 以 任意 非 零 向 量 都 是 特征 值 1 
对 应 的 特征 向 量 . 
(2) 0520 时 ,对 于 二 1 十 (2 一 1)0, 由 


0 ü = 
a—Db —b = = 

1 ü =ï 

—b  (n=1)b =  —b в | 

ЛЕ-А = р | „|> H : 
0 0 t == 

—b —b == (n—1)b 

0 ... 0 0 


求 得 齐 次 方程 组 (ii 已 一 A)x 一 0 的 基础 解 系 pi 二 (1,1,…,1)", 从 而 4 的 对 应 于 41 的 所 有 
特征 向 量 为 i pi ЖН ki 为 任意 非 零 数 . 
对 于 А Аз = А 1—6, 


-b =b w —Ё 1 1 

一 上 =b = =$ оо... 0 
МЕА = | 。 є e |> 2 š š 

= =й еы =Ë 0 о =< g 


求 得 齐 次 方程 组 (XsE 一 A)x==0 的 基础 解 系 
pz = (1,—1,0,+,0)7, ps 一 (1,0, 一 1,…,0)7，…， 肌 一 (1,0,0,… ,一 1)7， 

从 而 А 的 对 应 于 1， 的 所 有 特征 向 量 为 k;p: +k pa H+ + knpn s HF kz sks," skn 是 任意 不 
全 为 零 的 数 . 

注 Жл ЗЕК А 的 特征 值 和 特征 向 量 的 步骤 : 

(а) R n MEEA 的 特征 多 项 式 |AE 一 A|; 

(b) 解 特征 方程 1X4E 一 A| 二 0, 求 得 A 的 全 部 相 异 特征 值 A1 ,hz，…'Ans 

(с) 对 于 每 一 个 特征 值 i, 求 出 齐 次 线性 方程 组 (XE 一 A)x 二 0(i 二 1,2,…,m) 的 一 个 基 


Е Ж рро" Pari iÑ E r= rank AE А) р = Ур 就 是 对 应 于 Xi 的 全 部 特征 向 
ј=1 


量 , 其 中 Ао, 是 任意 不 全 为 零 的 数 . 
题 型 3 和 矩阵 相似 的 判定 与 应 用 


110 
例 10 下 列 矩 阵 中 ,与 矩阵 J 一 |0 1 1| 相 似 的 是 【 ] 
0 0 1 
1% 1 1. 8—1 
(А) А= |0 1 中 (В) В= [0 1 中 
0 0 1 00 1 
É Йй Е та =i 
(C)C=|0 1 中 (D) | 1 中 
00 1 00 1 


解 EBE A,B.C.D.J 的 特征 值 均 为 1: 一 iz 一 Ma 一 1 ,而 
гапк(Е — J) = 2, гапк(Е —A) = 2, 
гапк(Е — В) = 1, гапк(Е —– С) = 1, гапк(Е — р) = 1. 
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# A ~A, W] ЕА ЕА. rank(E—A:) =rank(E—A2) , N IEE lg J УЖЕ В.С. р 
都 不 相似 . 所 以 选 (A). 
111 
0 1 Е 
001 

$ (1) ЛАМА Б B 相似 的 必要 条 件 是 A 与 B 有 相同 的 秩 、 相 同 的 行列 式 、 
相同 的 特征 值 \ 相 同 的 迹 ; 

(2) 判断 两 矩阵 不 相似 ,通常 使 用 上 述 结论 的 逆 否 命题 ; 

(3) 判断 两 矩阵 相似 ,一 般 用 定义 . 


顺便 提 一 下 , 令 P= 


例 11 设 4,B 是 可 逆 矩 阵 , 且 4 与 妃 相 似 , 则 下 列 结论 错误 的 是 [ 1 
(A) А 与 BT 相似 ; (B) A'S BHM; 
(C) A+A" 与 B+B" 相似 ; (D) 4 十 4 一 与 B+ B 相似. 


解 因 4 与 中 相 似 , 故 存在 可 逆 矩 阵 己 ,使 得 P 'AP=B., Á Ili 
Mp = 
(РАР)! = = 
P (A+A P= РАР + РАР = В+ В, 
则 АТ ~B", A ~B, A+A ~ ВЪВ", ТСС). 


200 2 
例 12 #А= [0 0 j= y 相似 , 求 x.y 及 满足 2 'AQ= B BJ E З 
01 z = 
0. 
# 由 4 与 有 相似 ,有 |4|=|Bl:tr4 一 trB, 即 
—2=—2у, 
на 


ЖН 2=0,у=1. 从 而 A 的 特征 值 为 2,1, 一 1. 求 得 对 应 的 特征 向 量 为 
pı = (1,0,0)7, р„=(0,1,1)7, ps =(0,1,—1)7. 
将 其 单位 化 得 


а = 1,0,0)", qz к=]. = (о... гу", 


S= q 9 1.0010 ЗЕЕ, H Q 'AQ=B. 
题 型 4 矩阵 对 角 化 的 判定 与 计算 


200 1 07 1 0 0 
B= |0 2 o-c- [ 2 0 
00 1 0 0 2 


0 2 1 
001 
CA) 4 与 C 相似 ,B 与 C 相似 ; (B) 4 与 C 相似 ,B 与 C 不 相似 ; 
(C) 4 与 C 不 相似 ,B 与 C 相似 ; (О) 4 与 C 不 相似 ,B 与 C 不 相似 . 
解 由 |XE 一 A| 二 0 知 4 的 特征 值 为 2,2,1, 且 rank(2 一 人) 二 1, 特征 值 人 三 2 的 几何 
重 数 与 代数 重 数 均 为 2, 则 和 矩阵 A 可 对 角 化 , 即 


例 13 KER A= ИШ 【 1 


范例 精 讲 Ç 


=C. 


20g поо 
0 2 小 0 2 0 
0 Í 0 0 ë 
由 | 六 一 B|==0 知 B 的 特征 值 也 为 2,2,1, 且 rank(2E 一 B) 二 2, 特 征 值 4==2 的 几何 重 
数 为 1, 它 的 代数 重 数 为 2, 则 和 矩 阵 B 不 可 对 角 化 ,而 矩阵 C 是 对 角 和 矩阵 ,因此 B 与 C 不 相 
似 . 所 以 选 (B). 
$ EF A 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 A 的 每 个 相 异 特征 值 的 几何 重 数 等 于 代数 重 数 . 
3 2 一 2 
—Ё 1 k 
4 Е 一 3 


例 14 已 知人 一 0 是 矩阵 4 一 的 特征 值 ,判断 4 能 和 否 对 角 化 ,并 说 明 


理由 . 
ЮЙ ”由 4==0 是 A 的 特征 值 可 知 |4|==0. 而 |A| (k—1) ik k=1. 于 是 
| AE —A |= (a1), 
所 以 4 二 0 是 A 的 特征 值 ,其 代数 重 数 为 2. 容易 算得 
rank(0E — A) = rank A = 2, 
因此 4=0 的 几何 重 数 为 1, 从 而 4 不 能 对 角 化 . 
例 15 л ИЕА А А, тапк A 二 rx, 证 明 A 可 对 角 化 ,并 求 |A4 一 2E|. 
证 方法 1 А-а а … æl h rank A 二 r 知 A 中 有 > 个 列 向 量 线性 无 关 , 不 
Ш е.а. h FA SA. 
Ala а … е) =1а æ … æl 


因此 
Аа =а. Аа: = в. с. Аа, = а. 

即 4 二 1 为 4 的 特征 值 ,@i,@:，…,@; 为 A 的 对 应 于 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

因为 rank A 二 r, 所 以 方程 组 Ах=0 的 基础 解 系 中 有 一 r 个 向 量 , 这 nn 一 r ` In] ht ZJ A 
的 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 . 从 而 A 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 于 是 A 可 对 角 化 , 即 存 
在 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 

P-4P 一 4 一 diag(1,…,1,0,…,0)， 

所 以 


|А—2Е|=|Д—2Е|= C D2 (= lg, 
方法 2 由 42:=4 知 ,4 的 特征 值 满足 ?= 一, 即 4 的 所 有 特征 值 只 能 为 0 或 1. 又 由 

A2=A,# A(E—A)=0,T EE 

rankA + rank(E — A) < n. 
而 

rankA + rank(E — A) > rank[A + (E — A)] = rankE = n, 

所 以 

rankA 十 rank(E — A) = n. 
H rankA=r ЖШ rank(GE 一 人) 一? 一 ~: 则 4 的 特征 值 0 的 几何 重 数 为 n 一 x, 特征 值 1 的 几何 
Ж г. AA n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 于 是 4 可 对 角 化 ,从 而 4 的 特征 值 0 的 代数 重 
数 为 n 一 r,A 的 特征 值 1 的 代数 重 数 为 ,从 而 A 一 2E 有 n 一 7 个 特征 值 为 一 2,r 个 特征 值 为 


б 第 5 章 矩阵 的 相似 化 简 


一 1; 故 


[ А — 2Е |= HIF iL nd t a 
例 16 i asais sanm HAR H 


0 1 0 wes 0 0 

0 0 1 кё 0 0 
B= | i i 

0 0 0 0 1 

ао а\ az чн Ar An 


(1) ЯТА УВ ЕКЕ EHC As ATOT A B 的 特征 向 量 . 

(2) Æ B H n АНЯ А Ао оед ЖГ Е 了 ,使 得 
P™BP = diaglàı sà25** sÀn). 

# (1) De A E B 的 特征 值 , 则 |XE 一 B| 二 0, 而 


ml 


[АЕ =B |= CD” (r+ Jaa) рт, 
i=0 


故 
nl 
2" + Jaat = 0. 
i=0 
令 p= 二 (1,X4,…,X”')", 则 有 
[ 0 1 O = 0 0 А 
0 0 1 0 0 
š А 
Вр = F 
0 0 0 0 1 N 
gA 
Lao а\ аг РЕР An An 
ra | 
à? д 
= : = | 。 | ей 
ml А : 
— Jaa’ j 
i: i=0 
р B 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 . 


(2) 由 (1) 知 
Pi = (liist AT T, ро = С.да АТ, oe, Pa = С.А АТ 

依次 是 B ХЕЛ F Aa (A sÀn 的 特征 向 量 . 

令 P=[p pP … p,j; 因 为 pi,ps，… ,ps 是 B 的 相 异 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ,所 以 
PP 可逆 ,并 且 Р7!ВР=Чїад(А1.Аз,°°°+А„). 

PE H n MEEA 相似 对 角 化 的 一 般 步骤 如 下 : 

(а) RE A bh A IA ARAE Aa Azot ,Xm. 

(b) 对 每 一 个 特征 值 4;, 求 出 齐 次 线性 方程 组 (XE 一 A)x 一 0(i 二 1,2,…,m) 的 一 个 基础 
解 系 , 即 得 A 的 对 应 于 A; 的 si 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

(с) 车 与 十 sz 十 … 十 5 一 n, 则 将 以 上 得 到 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 列 构 造 相似 交 


范例 精 讲 € 


HEEP. APP P # j Á #| 6) S 22 8 Ж ы, ЕЕ, É ЖЫК j 个 主 对 角 元 ( 即 特征 值 ) 对 应 的 特 
征 向 量 ; 否则 A 不 能 对 角 化 . 

例 17 设 三 阶 矩 阵 A 二 [@:，@: es ] 有 三 个 不 同 的 特征 值 , 旦 es: 王 el 十 2 ег. 

(1) 证 明 rankA=2; 

(2) WB Sa tæ 十 es , 求 线性 方程 组 Ax 一 有 的 通 解 . 

解 (1) 因为 矩阵 4 有 三 个 不 同 的 特征 值 .所 以 4A 可 对 角 化 , 且 гапкА 222. Хез =a 十 
2@:, 则 4 的 列 向 量 组 线性 相关 ,从 而 rank4 一 3 , 故 rank4 一 2. 

(2) 由 rank4 一 2 知 , 齐 次 线性 方程 组 Ах=0 的 基础 解 系 只 有 一 个 解 向 量 . 而 es 一 el 十 
2а Ша 2а 一 es 一 0, 故 (1,2, 一 1)7 为 Ax=0 的 基础 解 系 ;又 由 B —a 十 es 二 es 知 
(1,1,1)7 为 Ax 一 有 的 解 , 则 线性 方程 组 Ax =p йау 

&(1,2, 一 1)7 十 (1,1,1)7， 为 任意 数 . 
题 型 5 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 


l 1 0 0 
例 18 Ж һа b a sP b 0| 相 似 的 充分 必要 条 件 为 【 ] 
l a 1 ооо 
(А) а=0,6=2; (В) а=0.6 为 任意 数 ; 
(C) a=2,b=0; (D) a=2,b 为 任意 数 . 
2 0 о l a 1 
解 mo ama- | b 0 | 的 特征 值 , 故 也 是 4 一 ja b munaa 
0 0 0 1 äl 
1 — =] 
о=|2Е—А | ш @— а 4a2, 


=] =g 1 
得 а=0. hID ЯНЕ A.B 的 特征 值 均 为 2.0,6, 即 知 A,B 相似 与 5 无关 ,所 以 选 (B). 
Ж ”两 同 阶 实 对 称 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 特征 值 . 


1 1 ga 1 

例 19 设 矩 阵 4=| 1 a 11.8=| 1 | FEA ApH RER. 
alı 一 2 

(1) Жа 的 值 ; 


(2) 将 A 正 交 相似 对 角 化 . 

解 (1) 由 题 设 知 |4| 二 0, 而 |A| (a 十 2) (a 一 1)?, 故 a 二 1 或 a= 一 2. 

 а=1 Wf, rank А<тапк[А pj], 方程 组 Ax 一 无 解 ; 

当 а= —2 时 ,rank А=гапК[А 有 一 3 ,方程 组 Ax 一 有 无 穷 多 解 ,所 以 a 二 一 2. 

(2) 由 |4E 一 A| 二 +42 十 3) (4 一 3) 二 0, 求 得 А 的 特征 值 和 1 二 0 ,Xs 二 一 3,43 二 3. 

方程 组 (0E 一 A)x 王 0 的 基础 解 系 为 pi 二 (1,1,1)", 即 知 pi 为 4 的 Xi 对 应 的 特征 
向 量 ; 

方程 组 (一 3E 一 A)x 一 0 的 基础 解 系 为 p: 一 (1, 一 2,1)", 即 知 p: 为 A BJ A 对 应 的 特征 


向 量 ; 


人 5 章 ЕР НДЕ 


方程 组 (3 有 一 人 A)x 一 0 的 基础 解 系 为 ps 二 (一 1.0,1)", 即 知 ps 为 4 的 Ms 对 应 的 特征 


向 量 . 
因为 А 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 pi, рг. ps 两 两 正 交 ,将 它们 单位 化 ,得 
1 1 1 
q g q2 5 9з a” 


© 0=[а, q qg] W Q 为 正 交 矩阵 , 且 
ОАО = P™AP = diag(0, — 3,3). 

Ж 7 阶 实 对 称 和 矩阵 4 正 交 相似 对 角 化 的 步骤 如 下 : 

(a) KB A 的 全 部 互 异 特征 值 A1,X2，… Am 及 其 代数 重 数 Slysa，……sm。 

(b) 对 每 一 个 特征 值 4i, 解 齐 次 线性 方程 组 (XAiE 一 A)x 二 0, 求 出 它 的 一 个 基础 解 系 , 将 
其 标准 正 交 化 ,就 得 入 的 对 应 于 A 的 si 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 . 

(с) AER 5 十 十 … 十 sm 一 对 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 为 列 构造 正 交 矩阵 @. 

Ü 1 Ó O 


0 


0] 20 设 A= 有 一 个 特征 值 为 2, 求 一 个 正 交 和 矩阵 Q. fli Q'AQ 为 对 角 和 矩阵. 


1 0 0 
00 а 2 
00 2 1 
# 因为 2 是 A 的 特征 值 ,所 以 |2E 一 A|= 二 0, 而 |2E 一 A| 3(2 十 a), 故 a 2. 


ash al > Parl, ol 


令 |) 巨 一 B| 一 0, 得 巨 的 特征 值 M: 王 1.: 王 一 1, 求 得 对 应 的 特征 向 量 
Bi == (1197: P= (15 19, 


取 
t Ж 
р\ p: JZ “2 
r= [тт Ter] iil 
V2 ү 
0 
М ppp, = | L 
W _ e 
5 5 01 
илин p, — | т 使 得 PICP, 一 | "Ë 
65 45. 
取 正 交 和 矩阵 
L Ж ] 
# ж ° ° 
Lad à g 
P 01 Z Z 
о-[, А o g 23 a 
5 6 
yae & A. 
| {в 5! 


则 
ri 
P, 07JrB OJP: 0 —1 
оао — |, м k “| МЕ 2 
一 3 

Ж “本 题 给 出 了 将 实 分 块 对 角 矩 阵 正 交 相 似 对 角 化 的 一 种 方法 ， 
8 =2 一 2 

例 21 Е 5 —4 | ,求实 对 称 和 矩阵 B, 使 得 A=B. 
一 2 一 4 5 


解 因 |X4E 一 A| 二 4(4 一 9)?, 故 A 的 特征 值 为 9,9,0. 且 4==9 对 应 的 特征 向 量 为 pi = 
(一 2,1,0) 7 ,ps 二 (一 2,0,1)7; А=0 对 应 的 特征 向 量 为 ps 二 (1,2,2). 
令 P=[p p: рз]. P AP =diag(9,9,0) ,从 而 


9 3 3 
a=e| 9 = 3 ra 3 & 
0 0 0 
取 
3 1 88 =f 
B=P 3 ЕЕ =ü; 
0 -5 =й Ë 
则 有 A= B°. 


Ж “类似 地 还 可 以 求实 对 称 和 矩阵 及 ,使 得 A= B' ,其 中 上 为 正 整 数 .不 过 当 尼 为 偶数 时 ， 
要 求 A 的 特征 值 非 负 . 


1 ... о... 0 9 
#122 证 明 矩 阵 4=| ， ， , 上 与 B= | ， ， , HD. 


证 因为 
АЕА [= Amn" 
所 以 A 的 n 个 特征 值 为 41 二 7,2 二 … 二 4, 二 0. 而 A ЗИКА E А 可 以 相似 对 角 
化 , 即 


А ~ diag(n,0,.… .0). 
ШР 
АЕ — B |= Qm nI"; 
因此 B п MIREIA S nA = А, 0. Hl гапк(0Е— В) = 1.8 B WJ n— 1 重 特征 值 
0 有 nn 一 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 B 也 可 以 相似 对 角 化 , 且 
B ~ дїар(л.0.---.0). 
所 以 4 与 B 相似 . 
i£ 设 A~B, 若 B 可 对 角 化 , 则 A 也 可 对 角 化 . 
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题 型 6 НЕВЕН F EE ЯП F E EJ E: z ЖОР 


#123 ÜA 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵,rank A=2, Н А ‚Ж: 


їй = 六 
0 18| 0 0 
=£ g ti 
(1) A 的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 ; 

(2) ЖА. 


f (1) HT rank 4 一 2, 因 此 0 是 4 的 一 个 特征 值 . 又 


1 1 1 1 
(| 
dt! 1 1 


0 
si 
故 一 1 是 A 的 一 个 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 &pi, 其 中 pi 二 (1,0, 一 1)" ,ki 为 任意 非 零 
数 ; 1 也 是 А 的 一 个 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 pz ,其 中 ps 二 (1.0,1)" ,ks 为 任意 非 零 数 . 
设 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 为 x 二 (zi1,zs,X3)" ,因为 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 x pa 
和 p. 正 交 , 即 


A 


лі — x; = 0, 
| 十 zs 一 0， 
从 而 解 得 特征 值 0 对 应 的 特征 向 量 为 x= ks ps ,其 中 ps 二 (0,1,0)",ks 为 任意 非 零 数 . 
(2) $ P=[p，Pp ps], 则 P-I4P 王 diag( 一 1,1,0) ,于 是 
0 0 1 
А = Рііав(— 1,1,0)Рр = [ о 0 
1 о o 
#124 设 4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ,4 的 特征 值 为 入 二 8,X2 二 Xs 二 2, 且 加 二 8 对 应 的 特征 向 
量 为 户 王 (1,a,1) 7 A=; =2 对 应 的 一 个 特征 向 量 为 рь = (1,1,1), 6: 
(1) 参数 a 及 特征 值 4; =Аз =2 对 应 的 另 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 
(2) 矩阵 4. 
解 (1) 因 A 为 实 对 称 和 矩阵 , 故 pTps 二 0, 即 1 十 a 十 1 二 0, 得 a 2. 
设 4 的 特征 值 Mh: 王 ia 一 2 对 应 的 另 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 рз = (аз олз олз) 7, W 
рї рз =0. p? рз =0. 


人 — 220: t wa = 0, 
z + z+ + zs = 0, 


解 得 该 方程 组 的 基础 解 系 为 рз =(1.0,—1)7. 
(2) 令 P=[p р. ps], 则 PP-14P 一 diag(8,2,2), 从 而 


3 一 2 1 
А = Pdiag(8,2,2)P = É 6 —2 |, 
Ш = 3 


+ RATHA, h А 6) РЕАЛ y E ЕА K 3E FE A 的 步骤 如 下 : 
(a) 由 题 设 确 定 A 的 全 部 互 异 特征 值 A41,X4s，… ,A 及 其 代数 重 数 ylysz，ysm。 
(b) 确定 每 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ,由 线性 无 关 的 特征 向 量 构造 可 逆 矩 阵 P. 


范例 精 讲 > 


(c) A=PAP ,其 中 和 是 主 对 角 元 为 4 65 344848 65 at Ж. 

当 A 为 实 对 称 短 阵 时 ,还 可 以 通过 以 下 步骤 求 矩 阵 А: 

(а) 求 出 A 的 全 部 互 异 的 特征 值 A41,X42，…,Am А ВАА К 1.55.5. 

(b) 对 每 一 个 特征 值 A; 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 标 准 正 交 化 ,得 A 的 对 应 于 4; 的 si 
个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 (i 一 1,2,…,m) ,由 此 构造 正 交 矩阵 Q. 

(с) A 一 QA QO" ,其 中 入 是 主 对 角 元 为 A 6535484565) xr f Е. 

题 型 7 利用 相似 和 矩阵 计算 矩阵 的 宕 

125 BR En) s (ун WE 
f = 20.1 — Yeis 


H rı=—1 syo 1,1 lima, „ту. 
解 ” 由 已 知 条 件 得 


АЕ Нун 


В. =i 

17 [2 

记 А= А Е 的 特征 值 为) 一 1 一 去, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 | |, [| 令 
2 


= 


2 
mE ia 
1 3-' 
2 Ë 
къ | il | e =] s" g 07р 
= = 1 = . 
3 =k- 1 -8 -pË 
2 J =@ - 
š 2 - 
PF з= 2ta Р} `T 
Is 8 a ж 8. 1 _ £ 
3 > 2 > + 
Wj пт, =— 5, ту, = — 5. 


0126 А A ЙАА 1. =2.Аз 3, ЛУ BJ EI pt fk K а= 
(1,1,1)7.ш@=(1.2,07.ш@=(1.3,9)7. Ж = (1,1,3). А. 
解 ”由 题 设 知 а.е.е Z PE X S. B пн а.а. а; 唯一 线性 表示 . ХЕ BE 


а е е 有 B] 做 初等 行 变 换 , 得 
11 1 17 1 0 D 2 
12 3 Ja [ 1 0 = | 
її 8 ü o 1 1 


从 而 B=2@ 2а a. Plea а: a]l 


1 2 z 
pae | 2 | B= а. а: “||| 
3 1 1 


[а е а; В Де 
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于 是 
1 г 2 
А=р| 2 р! Е! 
3 1 
故 
1 Г2—2"1-+Е3" 1 
АФВ =Р| 2" Р | |. 
- 2 gte qere 
© =i 1 
例 27 аш“ #А=|2 一 3 0|. 
0 0 0 
(1) RA”; 


(2) СИЮ Ва а: е lE B =ВА.іс В" =(В. В: р: 1.1: В: -В: 7221 
表示 为 el ,@: ,@; 的 线性 组 合 . 


解 (1) 由 
А 1 一 ! 
|aE—A |= |—2 4+3 0|=22Q+DQ+2, 
0 0 Я 


得 矩阵 А 的 特征 值 0, 一 1, 一 2, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 (3,2,2) 7 ,(1,1,0)7,(1,2,0) . 令 P= 
1 1 

2 1 下, 则 
0 0 


因此 
г?” n 2 1 Ps 99% а 2 296 
А?” PA” P` 2 Š 1 не 2 999 
0 0 0 
(2) 因为 B= 二 BA, 所 以 B® — ВА? ,从 而 


[229 一 2 1—2” 2—2% 

8. В. Bl=[le е а@]|2°—2 1—2% 2 一 2”|， 

L 0 0 0 

即 
B= (2” — 2) @ + (2199 — 2)@, 
PB:= (1—2")@ +G —2%) e, 
B. = (2 — 2) а + (2 — 2%) as. 


I 同步 练习 O 


e> 
>— P 
. 填空 题 
111 
d) 已 知 4 与 妃 相 似 ,B 王 |0 2 WE 
iig 


(2) 设 4 为 四 阶 方 阵 W КОЕ ВЕТА | =0.А AT=2E, |A| <0, А" hy ЕЯ 
为 


(3) А,В 都 是 n MER, Н. P !'АР=В.#; А 的 一 个 特征 值 为 Xo, 对 应 于 Xo 的 特征 向 
量 为 @ + MJ B 的 对 应 于 特征 值 4o 的 特征 向 量 为 
(4) 设 4 为 二 阶 和 矩阵 ,@ a: 为 线性 无 关 的 二 维 列 向 量 ,A@1 =0.Аа: = 2 а: te IJ A 的 非 
(5) BAZE A 的 特征 值 为 一 1,0,1, 和 矩 阵 B 二 A 一 447, 则 |B 十 4E| 
(6) 已 知 4==2 是 三 阶 和 矩阵 4 的 一 个 特征 值 ,@1 王 (1,2,0)",@: 王 (1,0,1)” 是 和 A 的 对 应 
于 特征 值 4=2 的 特征 向 量 ,p= 二 ( 一 1,2, 一 2)", 则 48 一 . 
(7) 设 A 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 ,@ 二 (a, 一 a,1)7 是 方程 组 Ax 二 0 的 解 ,@: 二 (a,1,1 一 a)T 
是 方程 组 (A 十 E)x 二 0 的 解 , 则 常数 a= 
(8) RENEE A 的 特征 值 互 不 相同 ， 若 行列 式 |A| = 0, 则 A 的 秩 为 
(9) 若 三 维 向 量 @ Bii Ea В = 2. Ва" 的 非 零 特 征 值 为 


l L 1 T 
L 13 1 I 
(10) 矩阵 A= ЕТ 的 非 零 特征 值 为 
‚ L | 
2. 单 选 题 
(1) ЖА ул KREE. ДА £ п 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 是 A 为 对 称 矩 阵 的 [ 1 
CA) 充分 条 件 ; B) 必要 条 件 ; 
(C) 充 要 条 件 ; (D) 既 非 充分 也 非 必要 条 件 . 
2 1 2 
(2) Ва 一 (1, 一 1,2)7 ЖЖ А= | 1 b wapu а [ ] 
la 3] 
(А) 1,6; СВ) —3,0; СС) 0—3; (D) 15 —3,, 
G) 已 知 三 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 一 1,1,2, 它 们 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 pis pes ps» 
=[2p р 3p:] W PAP № [ 1 
2 0 0 —1 0 @ 
рп —1 Qj; wl oeol 
0 0 6 00 6 
=f Ü 0 1 0 0 
o| 0 1 1 (D) [ 1 | 
00 2 0 0 2 
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(4) Ж А.В EJ Jn] iB [Ж.Н А УВ 相似 , 则 下 列 说 法 错误 的 是 [ 1] 
(A) A” 与 也 "相似 ; (В) 4 '5j B 相似; 
(C) А* 与 B* 相似 (RE 为 正 整数 ) ; (D) 4 一 了 一 0. 
(5) 设 三 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 0.1.2, 且 B 二 A 一 247, 则 B 的 秩 为 [ l 
СА) 1; (В) 2; 
СО) 3; (D) 条 件 不 够 不 能 确定 . 
(6) Э Е ЯСЕН T А ЛЕ ЕП ЛЕ [ 1 
ії 0 11 0 
(А) |02 1 В) о1о 
00 3 00 2] 
101 10 Ó 
СС) [ 1 O|; (ру |@ 1 | 
101 © @ 9 


CT) А.А EEE А 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,@1 ,@: 是 4 的 对 应 于 Ai 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 ,@s 是 A 的 对 应 于 X42 的 特征 向 量 , 则 向 量 组 @: 十 4Aes,4(e: 一 e:),4el 二 es 线性 相 


关 的 充 要 条 件 是 [ 1 
(А) А0 Я АМА 1; (В) A2=0 或 Mi 一 1; 
(C) А520 R Ail; (D) A:Z0 sË Aa 1. 
(8) Ж A 为 四 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 A*+A=0, rank A 二 3, 则 А 相似 于 【 ] 
1 rl 
1 1 
(A) (B) 
1 “Л 
0 L 0 
1 г 
= =] 
(C) ; (D) 
=] =q 
0 L 0 
(9) 设 @ 一 (1,0, 一 1) ,A 一 @@ .7 为 正 整数 , 则 det aE А") H [ ] 
(А) a— 2"; (B) а (a— 2"); (C) а? —2; (D) 0. 


(10) 设 A=[@ е а al] HP a= 1.2,3.4)Je uE Яш}. 已 知 齐 次 方程 组 
Ax=0 ЮЕ H & = 2.0.1.0)". =(1.0,0,1)7.ж&А 的 对 应 于 特征 值 2 的 特征 


向 量 , 则 以 下 命题 中 不 正确 的 是 pJ 
(A) а.е 线性 无 关 ; СВ) aa, g REER: 
(C) а.а 线性 无 关 ; D) @1.€:. 和 9 线性 无 关 . 
3. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 , 并 判断 它们 可 和 否 对 角 化 . 若 可 对 角 化 , 则 求 相 似 变 
换 矩 阵 . 
& =] Ú 0 
1 == 1 
1 1 0 0 
A= 2 4 —2|. B= 
| | —2 t Б —8 
=p -p 5 
7 а š —1 


Е 习题 选 解 & 


4. а= ЭЖ A 的 特征 值 为 1,3,5, 求 行列 式 |A4 一 2E| 和 |A* + E|. 
5. 设 三 阶 可 道 矩阵 4 满足 4? 一 4 一 6E 一 0,14 "|=144, 求 4 的 三 个 特征 值 . 


P b 
6. алев", | “|, 且 14|<0, 证 明和 可 对 角 化 . 
Ë 


可 对 角 化 , 试 确定 x,y 之 间 的 关系 . 


оч 


Ia l 
ай» 
lb 1 Š 

9. 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 为 0,1,1,ei,e@: 是 4 的 两 个 不 同 的 特征 向 量 , 且 4(@: 十 
w). 

(1) 证 明 el а;=0; 

(2) 求 方程 组 Ax—a; 的 通 解 . 

10. ЖА JJ Е a, a: 为 4 的 分 别 对 应 于 特征 值 一 1,1 的 特征 向 量 , 向 量 a, 满足 
Аа: =а: аз , HE HJ] 

(1) a aa 线性 无 关 ; 

(2) $ P=[e æ e] K P'AP. 

11. 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 秩 为 1, 且 А*—3А=0.А 的 非 零 特 征 值 对 应 的 一 个 特征 向 
量 为 @ 一 (1,1, 一 1)7. 求 ， 

(1) А 的 特征 值 ; 

(2) A 的 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 ; 

(3) А. 

12. 设 三 阶 方 阵 A Ж Е Ае = іа: (1=1,2,3), ЖН а = (1,2,2), = (2,2,1), = 
(— 2 = 125". ЖАГ. 

13. 设 三 阶 实 对 称 阵 А 的 特征 值 为 一 1.1.1.p 二 (0.,1,1)7 为 对 应 于 一 1 的 特征 向 量 ， 
Ж А". 

14. 设 zz 一 4) 阶 矩阵 的 4 个 不 同 特征 值 为 Ma: ,hz A Aa ,其 对 应 的 特征 向 量 依次 为 @ 
а.а a ÀC В а ta ta ta :证明 :有 48.428.48 线 性 无 关 . 

15. А,В улп KERA HAEE, B J ITERE WEI |ATA+B|>0. 


Ee 


0 


8. 已 知 A= 5 B= 1 ВЕЗЕ О, 19 ОАО =В. 


(А) 


10. а = (1.0. —1)'.,А=аа".п 为 正 整数 ,计算 laE А" |. 
# ”由 于 


1 P i i 0 ==] 
аа = (1.0. s | 2. aa ү ЫЫ о о 中 
=l =1 0 1 


p= 13 
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因此 
А" = (aa`) Caa) Caa") = 2?™ aa” = ml 0 0 中 
а=2 0 2" А А 
а= 2" АЁ 
| aE — A" |= 0 а 0 =а = |- taz. 
| N @* a— 2" 
йе 0 a 一 2 一 
12. 设 A HOMER Qe 为 线性 无 关 的 二 维 列 向 量 , 且 Ае: =0.4а:=2 а Ta: R А 

的 全 部 特征 值 . 


证 Hae 线性 无 关 知 @: 天 0, 而 4ei: 王 0 王 0.gi: 故 0 是 4 的 一 个 特征 值 . 
因为 Aa: =0.Аа: =2 а ta ,所 以 
A(2@ +æ) = 2A@G + Аа: 0 (2 tæ) 2а Te. 
Xha ,@: 线性 无 关 知 2e 十 @: 天 0, 因 此 1 是 4 的 另 一 个 特征 值 . 
14. А 为 ! 阶 正 交 矩阵, 且 14| 二 0, 求 (4 一 ) ”的 一 个 特征 值 . 
解 由 4 为 正 交 和 矩阵 及 |4| 志 0 可知 |14| 王 一 1, 从 而 |4 一 | 三 一 1. 因为 
|— Е—А |= |- ААТ -А |= [А ||-АТ Е |= (— 1)" | АТ+Е|. 


且 


|—Е—А |= (—1)" | Е+А |= (—1)" | (Е+А)Т |= (—1)" | AT+E |, 
所 以 比较 上 述 两 式 可 得 |A" 十 E| 二 0, 于 是 | 一 E 一 A| 二 0, 即 A 的 一 个 特征 值 为 一 1, 故 A 
的 一 个 特征 值 为 一 1, 因 此 (4 一 ) "的 一 个 特征 值 为 1. 
211 1 
1 3 1 k 
її ë 1 
f ажал 的 特征 向 量 , 设 4 AY ja XI KIAPEE A i Аа Sa :从 而 Aq = 


A'a. BI 
211 11 [1 
LA 
1 2 ПЕЕ 
11 2 1 1 


于 是 2k 十 2 二 k(k 十 3) , 解 得 一 1 或 人 一 一 2. 

16. 已 知 三 阶 和 矩阵 A 和 三 维 向量 x, 使 得 向 量 组 x,Ax,Ax 线性 无 关 , 且 满足 A xS 
ЗАх— 2А? х. 

(1) ie Р=[х Ах Ах]. В. $ A= PBP 1; 

(2) 计算 行列 式 |A 十 E|. 

解 (1) 由 于 


15. ЖА= , 且 向 量 a = 是 4 一 的 特征 向 量 , 求 常数 人 


AP= А [х Ах А?х] = [Ах А?х A:x] 
= [Ах А?х ЗАх — 2А? х] 


оо O 
= [х Ах ка| 0 :| 


0 1 一 2 


习题 选 解 4) 


因此 取 
00 0 
0 1 一 2 
此 时 有 4 王 PBP-:. 
(2) 由 (1) 的 结论 得 
1о ð 
| A+E |=| PBP 一 十 PP 一 |=| B+E | ї 1 3|= 一 4. 
0 1 —1 


17. 设 4 是 二 阶 实 和 矩阵 . 
(1) #|А|<0,Ш A 与 对 角 和 矩阵 是 否 相 似 ? 


(2) 若 4=| в аьел, la 4|>2, W А 是 否 可 对 角 化 ? 
E 


# 设 4 的 两 个 特征 值 为 hl ,az. 
(1) ВА |=А.4:<0 知 和 天 ia, 因此 44 与 对 角 和 矩阵 相似 . 


(2) 因为 
мА: = | A |= ad — ix 1, А +А |=] trA |=| a+d|>2, 
ЯЕ л Аг. Р A 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
1 2 —1 2 
18. 已 知 p 二 | 1|ЖА=| 5 а 3 | 的 一 个 特征 向 量 . 
= == & =2 


(1) 试 确定 参数 a,b 及 特征 向 量 p 所 对 应 的 特征 值 ; 
(2) 矩阵 4 能 否 对 角 化 ?说 明理 由 . 
解 (1) 设 与 p 对 应 的 特征 值 为 4o, 则 Ap 二 Xop, 即 


2 =i 2 1 
5 a J 1 


解 得 io 一 一 1,a 一 一 3,0 一 0. 
(2) 8 |АЕ-А| = (+1. ЦА 有 三 重 特征 值 一 1. П — E— AZ 0. k З 
гапкС-Е А) <3, 2—1 的 几何 重 数 小 于 其 代数 重 数 ,因此 A 不 可 对 角 化 . 


1 а 一 3 
20. 已 知 4 一 | -1 4 一 3 | 有 重 特征 值 ,判断 4 能 否 相 似 对 角 化 ,并 说 明理 由 . 
1 —2 5 


Е ”因为 4 有 重 特征 值 ,而 
[АЕ А |= (А — 2) (4° — 8 二 10+a), 
所 以 ,或 者 入 一 8 十 10 十 a 一 0 有 一 个 根 为 2, 或 者 ?一 84 十 10 十 a 可 写成 平方 项 的 形式 ,从 
而 解 得 а=2 或 者 "一 6. 
当 a=2 时 ,有 二 重 特征 值 2, 因 rank(2E 一 A) 二 1, 故 几何 重 数 等 于 代数 重 数 ,所 以 A 能 
对 角 化 . 
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4 a=6 时 ,有 二 重 特征 值 4, 因 rank(2E 一 A) 一 2,. 故 几何 重 数 小 于 代数 重 数 ,于 是 A 不 
能 对 角 化 . 

21. 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 A 有 三 个 不 同 的 特征 值 h: ,zs, 且 ,hz 所 对 应 的 特征 向 量 分 
别 为 р. = (l.a, 19°, рг = (а,а+1, D, SR às 所 对 应 的 特征 向 量 ps. 

解 设 ps 二 (zi,xzy za)T ,因为 рі. рг. рз 是 实 对 称 和 矩阵 4 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 
量 , 所 以 两 两 正 交 , 即 pip: =0.рї рз =0, p: p3 一 0, 亦 即 

a+ а(а+1)+ 1=0, 
| arsz 十 zs 一 0， 
arl 十 (4 十 1)zzs 十 zs 一 0， 


解 得 а= —1,рз= (2а ,22, xzs)7 一 上 (1,2,1)7, 为 任意 非 零 数 . 


1—1 1 
22. RA=| х 4 人 
—3 —3 5 


х,у 及 可 逆 和 矩阵 己 , 使 得 P 'AP 为 对 角 和 矩阵 . 

解 ”因为 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,2 是 4 的 二 重 特征 值 ,所 以 对 应 于 2 有 两 个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 , 故 rank(2E 一 A) 二 1, 即 2E—A 所 有 行 成 比例 ,得 x 二 2,y 二 一 2. 从 而 
АЕА |= (4—2) (4 一 6) ,因此 A 的 特征 值 为 41 二 Xs 二 2,X3 二 6. 

ЯТА =А„=2,#(2Е—А)х=0.1+5ЖЖШЙ Ж р = (1.0.1), рь = 00.1.1)". 


а ү" _ 11 _ š т 
对 于 4 二 6, 解 (6E 一 A)x 一 0, 得 基础 解 系 mm 一 (本 ,一 了 1) . 


їп Р=[р р: рз]. P 'AP 为 对 角 和 矩阵 . 
10 1 
02 ?et 
161 
#@ 易 知 |X4E 一 A| 二 4(4 一 2)”*, 从 而 A 的 特征 值 为 0,2,2. 又 因 A 为 实 对 称 和 矩阵 , 故 存 
在 正 交 和 矩阵 О. QTAQ=diag(0,2,2) ,所 以 
А" = Q@(diag(0 2,20" = Ойіав(0,2",2")0", 
2А"! = 20(4іар(0,2,2))"'07 = Ойав(0.2",2")07, 
н" 一 24 一 :一 0. 
. 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 为 1,2,3, 特 征 值 1.2 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 p = 
( ш 1,1)7,р„=(1,—2,—1)'. Ж A ЖА". 
# ” 设 特 征 值 3 所 对 应 的 特征 向 量 为 ps 三 (zx,y,z)", 则 由 А ЗСК ЕН ps 与 
Pı» p2 EX, 即 


23. A= 


ma ytz=0, 


х—2у—==0, 
解 得 基础 解 系 р, = 01.0.1)". ја P=[pi p+ ps]: 


= 
—_ 4 1 u 
z. | -z і і 2 
р= |1 =й gl. P соот 一 二 | 
1 1 
2 2 


1 =1 f 
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从 而 
B _1 5 
| 6 3 6 
= | 5 1 
| 2 | =|- $ +, 
š 5 1 1 
6 3 6 
Pepa F Ie — parE 
i 3 2 3 3 “B 
ИШ А = 1—2" 2" 十 1 | 
0 j| Ge ee А 
241,3 2—1 24l, 
3 2 3 б "g 
(B) 


25. 设 A~B,C~D, 证 明 [ 人 “1-12 p|. 


解 ШАВ AEAEE Р. šq A= PBP '; 由 C—D ЯЙ fE n] ИЙ Н ë Q ,使 得 
C=0DQ. 从 而 


ale же Г» als sle gl ° 


А 0 B 0 
P ch p 4! 
26. 设 三 阶 实 对称 矩 阵 A 的 特征 值 为 1,2, 一 2, 户 一 (1, 一 1,1)7 是 4 的 对 应 于 1 的 一 
个 特征 向 量 , 记 В=А° 44° Е. 2: 
(1) B 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 
(2) В. 
解 (1) 易 知 ,B 的 全 部 特征 值 为 一 2,1.1; p 是 В 的 对 应 于 一 2 的 特征 向 量 . 于 是 了 3 
的 对 应 于 一 2 的 全 部 特征 向 量 为 kpi ,ki 为 非 零 数 . 
显然 ,B 为 实 对 称 和 矩阵 ,因此 B 的 对 应 于 1 的 任 一 特征 向 量 p= (аз лоодо)" 都 与 pi 正 
交 , 即 有 x 一 zz 十 x 二 0, 解 得 基础 解 系 pz 二 (1,1,0) 人 ,ps 二 (一 1,0,1)7 ,从 而 B 的 对 应 于 1 的 
全 部 特征 向 量 为 kpz ks рз . Ао. з 为 非 零 数 . 
(2) 5 Р=[р рг psj; 则 


于 是 


mil 0. 
27. 设 @ = (а.а: ,a,)” 和 二 (51,b;,….b,)” 为 两 个 非 零 向 量 ,是 @ 二 0; 记 和 矩阵 
A=—aB ,计算 A ,并 求 A 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
f Kep =p a 一 0; 故 
А? —aB'aB =a ap) p= 0. 


@ 1 = 
| 1 0 | 


&@ 5 章 ЕЕ НЛ 


Жл RA 的 任 一 特征 值 ,p 为 对 应 于 4 的 一 个 特征 向 量 , 则 
Ар = 2Ар, А?р = Xp: 
H А2 =0 Я А2 р=0. m p0, л =0, А 的 全 部 特征 值 为 0. 
H T а 220.8 520.191 070 а 320.320. (ОЕА )х 0.132 Ж 


_ А А 
bi bi b 
0 0 
a= Бае. ee | 9 
0 0 1 


所 以 A 的 对 应 于 0 的 全 部 特征 向 量 为 kipit рг 1 "~ 1, рал. К. Ёа," km КА 
零 的 任意 数 . 


TE 01 0 
о, A= | 2 3: 2 ,P= 1 Ú ЖУЛТ 为 А BJ EB И.К B+ 
2 2 8 001 
2Е 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
解 因为 


B+2E= P''A"P+2E = Р^!(А” +2E)P, 

所 以 B--2E ЗА" 十 2E 有 相同 的 特征 值 , 而 且 , 若 二 是 4 "十 2 已 的 对 应 于 特征 值 的 特征 
向 量 , 则 Рр 是 B 十 2E 的 对 应 于 4 的 特征 向 量 . 

容易 求 得 |4| 二 7,A 的 全 部 特征 值 为 41 А: = 1,42 = 7. 

解 (E 一 A)x==0, 得 基础 解 系 记 二 (1, 一 1,0)7,pz 二 (1,0, 一 1)7, 因 此 A BJ XTW T À = 
Ае =1 的 所 有 特征 向 量 为 Ар. А-А ро А.о 是 不 全 为 零 的 任意 数 . 

解 (7E 一 A)x 二 0, 得 基础 解 系 ps 二 (1.1,1)", 因 此 A 的 对 应 于 4;==7 的 所 有 特征 向 量 为 
Aspa ,As 为 任意 非 零 数 . 

于 是 ,A" 十 2E 的 全 部 特征 值 为 

|A| +2 = 745 +2, ј = 1,2,3, 
即 B 十 2E 的 全 部 特征 值 为 9,9,3. 并 且 B+ 2E 的 对 应 于 9 的 所 有 特征 向 量 为 
bP pi b. P p, = Ё\(—1,1,0)7-ЕЁ,(1.,1,—1)7. ki,ks 是 不 全 为 零 的 任意 数 ; 
对 应 于 3 的 所 有 特征 向 量 为 
ksP ps = k:(0,1,1)7, ks 为 任意 非 零 数 . 
. 设 三 阶 实 对 称 矩 阵 4 每 一 行 各 元 之 和 均 为 3,@ 一 (一 1,2, 一 1)7,e@: 一 (0, 一 1,1)7 

ашык Ах=0 的 两 个 解 . 求 : 

(1) 4 的 特征 值 与 特征 向 量 ; 

(2) 正 交 和 矩阵 Q 和 对 角 和 矩阵 A ,使 得 OAOA: 

(3) A 及 (4—3E). 

E (1) 因 A 每 一 行 各 元 之 和 均 为 3, 故 


_ 习题 选 解 人 


1 
ША 有 一 个 特征 值 为 3, 对 应 的 特征 向 量 为 e: 一 (1,1,1)7. 

又 A@1 一 0,A@: =0. Н а-а: 线性 无 关 ,. 故 A 有 二 重 特征 值 0,@ е: 就 是 对 应 的 两 个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 . 

(2) 对 ææ 进行 标准 正 交 化 ,对 es 进行 单位 化 ,得 


= =j 1 
1 1 1 
= | 2 :一 二 | 0|, фа |1 |. 
` v6 —1 И а | H 
=[ф q: 9 ].А =diag(0,0,3). MÆ О'АО=Д. 
(3) 由 (2) 知 
0 igi 
=el 0 e- 11 
3 L 1 š 
(4—3E) = (0407 一 30o0r) = o(a- 3E) о" 
2 Ë 2 
= o(PE)e" = e 


30. ЎЕШ а = (а azan)" 与 二 (01,0:,…,b,)" 正 交 , 求 矩阵 
a+b a+b … a-+b, 


а +b а 10 … а +0, 


A= 


а„+ у а +6 * a,+b, 


J п 个 特征 值 . 
解 ” 因 为 

[a +b aitb: … a+b, 

#> a+b а б … az 十 如 „—т 
: i= 1,2,-*,n—1 

а +b a,+b à + B, 

аха. Gi а. аі — а. 

аз — а, аг —аһ а — а 


lah awt = „+ 
所 以 141 二 0, 故 A 有 一 个 特征 值 为 ,二 0. 

显然 rank(0E 一 A) 志 2, 即 特征 值 二 0 的 几何 重 数 不 小 于 n 一 2, 故 代数 重 数 不 小 于 
2 一 2, 即 4 至 少 有 ?一 2 个 特征 值 为 0. 

又 由 @ 与 有 正 交 有 aip 十 az0 十 … 十 ob 一 0, 于 是 


бу" 5 章 ЖЕЛЕ 


а (а + bhi) +az(aı + bz) + --- + a,(a)i + b,) 

аба» + bi) + азба» + bz) +° + a,(as + b,) 
Аа 一 

азба, 十 br) T+ ar (a, 0) + àA ба, +B.) 


= (а аг + * Ба) 


ША 有 一 个 特征 值 为 ac: 十 az 十 … 十 av。 
根据 4 的 特征 多 项 式 


А= (а +6) (а Б) 6 Са +0,) 

— (а ББ) А (а tb) > — (а t) 
[АЕА |= А ч e 

= (a, +Ë) — (а, 6) … A— (а, +b) 


АА Н {0 @ {Е А— lath) (4 一 (az 十 62))…(A 一 (as 十 b,)) 中 ,从 而 4"! 的 系数 为 
(ai 十 如) 一 (az 十 02) 一 … 一 (an 十 加 ). 
前 面 至 少 可 以 确定 4 的 2 一 1 个 特征 值 , 设 4 的 最 后 一 个 特征 值 为 X,, 则 
[АЕЁЕ—А |= 2" "G — (а, + as + = 4-а,)0 6А — А), 

比较 上 式 两 边 1 一 :的 系数 ,可 得 A, =b Ho + + b,. 因此 A 的 全 部 特征 值 为 

Л Аг as А-2 0, да aras jas As = b+ b+ = +, 

. 已 知 二 维 非 零 向 量 x 不 是 二 阶 和 矩阵 4 的 特征 向 量 . 

(1) 证 明 x,Ax 线性 无 关 ; 

(2) 若 x,Ax 满足 方程 A*x 十 Ax 一 6x 二 0, 求 4 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 , 并 由 此 判断 A 
是 否 可 对 角 化 , 若 能 ,请 写 出 对 角 和 矩阵 . 


解 (1) 设 hx 十 kAx= 二 0, 则 必 有 ks 二 0. 若 不 然 , 有 Ax 一 一 全 x, 从 而 x 是 A 的 对 应 于 
2 


特征 值 一 息 的 特征 向 量 ,与 题 设 矛盾 . 由 此 有 如 x 一 0. 因 x 去 0, 故 各 一 0, 这 说 明 x,Ax 线性 


жж. 
(2) H 0 = 二 A?x 十 Ax 一 6x 二 (A 十 3E)(A 一 2E)x, 得 
A(A—2E)x =—3(А—2Е)х. 
因为 x,Ax 线性 无 关 , 所 以 (4 一 2BE)x 天 0, 即 一 3 是 4 的 特征 值 ,A 的 对 应 于 一 3 的 特征 向 量 
H с\(А—2Е)х.су 为 任意 非 零 数 . 同 理 .2 是 4 的 特征 值 ,4 的 对 应 于 2 的 特征 向 量 为 cx (4 十 
3E)x,cs 为 任意 非 零 数 . 
H T A 有 两 个 相 异 特征 值 ,因此 A 可 对 角 化 , 即 


—3 0 

4~[ 0 中 
32. 设 A.B 为 n KIEFER, H А*-+А=0.В°+В=0.ЕН] А 1 必 是 А.В 的 特征 
值 ; 若 AB 二 0,pi,p: 分 别 是 А.В 的 对 应 于 特征 值 4 二 一 1 的 特征 向 量 ,证 明 pi, pe 线性 


习题 选 解 9 
无 关 . 


证 ”如 果 ) 王 一 1 不 是 4 的 特征 值 , 则 | 一 下 一 人 | 天 0, 即 4 十 已 为 可 道 矩 阵 . 由 42? 十 4 一 0 
Ж А(АТЕ) =0, НЕН А=0, 5 А 为 非 零 矩 阵 矛 盾 . 同 理 可 证 4 二 一 1 是 B 的 特征 值 . 
假如 pi, рг 线性 相关 , 则 2520.819 р. = рг. Mi Ар, = —pi,Bp:= — рг, 
kpı kApı Арг = ABp: = 0, 
因 р. 320.0 Ё=0, 3 J, T h: ра. рг 线性 无 关 . 
33. Ж n ИРА WE А? —3A+2E=0, 1E A 可 对 角 化 . 
解 设 4 为 4 ПИЕ ЕН, ДН А -ЗА+2Е=0 H 2° — 34-20, fI А. 1,А2 
2. 从 而 A 的 特征 值 为 1 或 2. 
(1) 1 是 4 的 特征 值 ,2 不 是 А 的 特征 值 . 此 时 |2E 一 A| 取 0, 故 A 一 2E 可 道 . 由 A* 一 34 十 
2Е=0 (А Е) (А – 2Е) =0. 96 A 一 E 二 0, 即 A 二 E, 所 以 A 可 对 角 化 . 
(2) 2 是 A 的 特征 值 ,1 不 是 A 的 特征 值 . 同 理 可 得 A 二 2E, 即 A 可 对 角 化 . 
(3) 1 和 2 都 是 A 的 特征 值 . 由 于 (4 一 E) (4 一 2E) =0, 
rank(4 — Е) + rank(A — 2E) < n. 


x 
rank(A — E) + rank(A — 2E) = rank(A — E) + rank(2E — А) 
> гапК(А — E + 2E — А) 
= rank E = n, 
于 是 


rank(4 — E) + rank(A — 2E) = n. 
因为 1 和 2 的 几何 重 数 分 别 为 n—rank('A—E)#ll n—rank(A— 2E) ,并 且 由 上 式 知 
n— rank(A — E) + n — rank(A — 2E) = n, 


所 以 4 可 对 角 化 . 

34. ÉZ n Br K QPB НЕ А 的 特征 值 全 非 负 ,证 明 : 存在 特征 值 均 为 非 负 实数 的 实 对 称 
ЖЕ B.fh A= B°. 

# ”因为 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 存在 正 交 和 矩阵 Q, 使 得 

A= Одіав (А. hz， ,A QT 
一 Cdiag(V , VAz Vas )0 Qdiag( Viis Vhs, VAn )Q™> 
HEP А.А, 为 4 的 特征 值 . 令 
了 3 一 COdiag(V .Via ,…, VAn JQ, 

则 也 是 实 对 称 矩 阵 ,其 特征 值 为 Vi , V4s,… o VAn o HIEI ASB. 


а —5 8 
35. 设 三 阶 行列 式 р= |0 а+1 8|=0, 三 阶 矩 阵 4 的 三 个 特征 值 1, 一 1,0 对 应 
D 3а+3 25 
1 а шк 
的 特征 向 量 分 别 为 В, “| а a | 1 | , 试 确定 参数 a, 并 求 A. 
=j +2 a+1 


解 mh D=0 В ala+1)=0., f1 a=0 sk a k. 


3 第 5 章 矩阵 的 相似 化 简 


记 P=[pB， В: B] h B-B B E A 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ,可 知 |P| = 


—а— 150. 815 а=0. 于 是 
1 1 —5 4 —6 
1 J- Е 3 3 |. 
0 7 —6 8 


36. 设 三 阶 和 矩阵 4 f ЖН E MEE Aa AAs o XE BJ REG] t 27 0 a aa ® 
B =a ta: ta. 
(1) 证 明 B ,48 A BREEK: 
(2) # A’ B =AB R rank(4 一 E) 及 行列 式 |A 十 2E|. 
解 (1) 因为 三 阶 和 矩阵 4 有 三 个 相 异 特征 值 Mh:,hz,hs, 从 而 特征 向 量 a) аг a, 线性 无 
关 , 所 以 4 可 对 角 化 . 令 Р=Га е е). РУН. А. 
Ce Aß AB] Ге Tacas ле tii@ Ае Ае T Aa A e 


Пл W 
-中 Аг el 
l às А 
H Ai hz,)s 相 异 知 上 式 最 后 一 个 和 矩阵 的 行列 式 不 为 零 , 因 此 矩阵 LB АВ A RIT% 6. 
АВ A BREER. 
лі A 
ШЕ ч 
А з 


(2) ШКА В=АВ Ж 
所 以 A 的 三 个 相 异 特征 值 为 41 二 0,4s: 二 1,4s 二 一 1. 从 而 各 特征 值 的 几何 重 数 均 为 1, 即 知 
rank(A—E)=rank(E—A)=2. 

ië B=diag(0,1,—1),JlJ A=PBP~',H |В+2Е | =6. Е 


А = Р 


[А + 2Е |= | PBP +2PP™ |= |Р || B+2E || Р |= | В+ 2Е |= 6. 
37. 求 下 列 和 矩阵 的 Jordan 标准 形 及 其 相似 变换 矩阵 ， 
8—3 6 3 1-1 
a| 3 — o|; Gj |2 @ | 
— 2 —2 =] =1 3 


解 (1) 记 题 中 矩阵 为 4, 则 1) 五 一 4 一 (一 2)( 一 1), 故 4 的 特征 值 为 :一 2， 
А =Аз = 1. 从 而 A BJ Jordan 标准 形 为 


J= 


H ó=0 9 1. Я rank A—E)=2, Мй rank(J 一 E) 二 2, 故 6 二 1, 于 是 


2 
1 | 
1 


SAMEER Р= [ра p: рз]. M 
2 
A[p p: рз) = Ср. рг “| 1 1 


即 р. ,pz ,ps 线性 无 关 , 且 满足 
Api = 2р\, 
К = р», 
Aps = p: + рз. 
НКУ СА 28) х= 0 АИ = (8,6. — 5)", р. =@. 
НКУ СА – Е)х = 0, ЕТ 6 = (3.3. —2) T.J р: =@.. 
解 方程 组 (4 一 E)x 二 pjg = (3.2. —2)", J p =. T 
ба 8 
б 8 1 
一 5 一 2 一 2 


(2) WA PEREN А.Ш | АЕ—А|=(А—2)*,Ж А 的 特征 值 为 41 二 X42 二 Xs 二 2. 从 而 4 的 
Jordan 标准 形 为 
2 0 


2 
其 中 6; 二 0 或 1(i 二 1,2). 易 知 rank(A4 一 2E) 二 1, 从 而 rank(J 一 2E) 二 1, 所 以 61,6: 中 有 一 
个 为 0, 不 妨 设 疝 二 0, 所 以 


P = 


令 相 似 变换 矩阵 Р= [р p: p3j: 则 


2 
АГр p: рз) = Ср. рг | 2 | 
2 
即 pi ,pz ,ps 线性 无 关 , 且 满足 
Api = 2р\. 
К = 2р,, 
Арз = p: + 2рз. 
ЕЕ (А – 2Е) х =0 ЖЕШ 4 =(—1.1.0)7.,@,=(1.0.1)Т7.Н[ДИ р. =@..р = 
ki ё. +k ё... 是 不 全 为 零 的 数 . 
方程 组 (A 一 2E)x 二 ki @ + k, 人 有 解 , 即 
— kı 十 As 
ЕУ 
kz 


1 t =F r 
—2 —2 1 B 
=й —3 1J аз 


@ 第 5 章 和 矩阵 的 相似 化 简 


ВИЧ pi =2» ,此 时 解 得 重 二 (0,0,k2) k20. 65 ks 二 1, 则 рг =2 & +8, Н ps 


9. 于 是 
—1 —1 0 
p= £ žy 
Š J 1 
=з g = 
38. ЙА=|—7 6 一 3|, 求 4 
ü = 区 


解 НЛЕ-А| = (4—1) (4—2), А 的 特征 值 为 1 二 1,Xs 二 X43 二 2. 从 而 不 难 求 得 А 
的 Jordan 标准 形 及 相似 变换 矩阵 分 别 为 


1 L 4 
J= 2 ils p=  # 1 
2 1 一 1 0 
TE 
1 £ i i fari 2 —1 Ì 
А*= р @ 1 | Pu |3 1 @ Е а 2 一 1 0 
2 1 一 1 0 2521-3 2 一 1 
2— (bT 252. 1+(#+1),2 1—(k+2). 2: 
= 4— ЗЬ • 2071 2+ (2+3) • 2: 2 — (244) + 27 
2.4636 — AD2 1— (2—1) • 2 1+2. 2 
10 0 
W#A=|1 0 1 
01 0 
(1) 证 明 AY =A А? ECE); 


(2) T u 
#@ (1) НУАЕ-А|=А* АА +1, HLH Cayley-Hamilton 定理 知 
А-А-А Е = 0, 
上 式 两 端 同 乘 全“ 后 整理 得 
A —А* 一 AH MEF » 
于 是 


АН — А* = АН — А! = А*— АК? =... = A? A = А Е, Ё;>1, 
即 
АН = АҺА Е, Ё;>1. 
(2) 由 (1) 知 
А!% = А?* 十 42 — E 

(А® +A? — E) +A? — E 

= А? + 2(A2 — E) = А" + 3(A2 — E) 一 … 

A? + 49(A2 — E) = 504° — 49E, 


从 而 
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10 01го о 1 0 0 10 O 
А" = 50110 ¿| 3 0 1 |—4910 1 @ |= 50 E 0 |. 
i oilo ig 001 50 0 1 


40. 某 实 验 员 对 10000 株 ( 其 中 7000 株 开 红 花 ,3000 株 开 白花 ) 吏 豆 观 察 , 知 母 本 为 开 
红 花 的 总 豆 , 以 概率 0.95 遗传 给 下 一 代 仍 开 红 花 ,以 概率 0.05 变异 为 开 白 花 ; 母 本 为 开 白 
花 的 殉 豆 ,以 概率 0. 85 遗传 ,以 概率 0. 15 变异 为 开 红 花 . 

O) 第 十 代 开 红 花 和 白花 的 青豆 各 为 多 少 ? 

(2) 第 30.50 代 的 情形 呢 ? 试 分 析 原 因 . 

解 (1) 设 第 n 代 开 红 花 和 白花 的 总 豆 分 别 为 x, 株 和 ys ER. xo = 7000, у= 3000, 
则 有 

1 = 0, 952, +0. 15у», 


Упа = 0. 85у, + 0. 052, 


可 以 写成 矩阵 形式 
Cel- ko о 1). 
记 为 
[7-а] 
从 而 


210 [=] [0.95 0.157'°г7000 
[e] [上 P чі ы 
不 难 求 出 矩阵 A KIRA EMEI А: = 1.4; =0. 8. ЕТЕЛ hY PIA R PEJE BJ EF AE [ш] 
Ж p =(3,1)" 和 户 王 (一 1,1)7， 记 和 矩阵 P 王 [Lp рг]. 


5 10 еы 
А! = | : ] р r| : J- 
À: АР 


1 1 0.8910 6—1 .3 
ныкей но 
ш I 


1—0.8# 1+3x0.8” 
因此 


ао] 1 [30000 — 2000 X 0. 897 [7446 
[™]- Yn 2000 X 0. Че [ке 
所 以 第 十 代 开 红 花 和 白花 的 吏 豆 各 约 为 7446 株 和 2554 Ж. 

(2) 按照 公式 


а.а: sl sika sh 


不 难 求 出 ,第 30 RF HEM AEKA 2 620 у 7499 株 和 2501 株 , 第 50 代 开 红 花 和 白花 的 
豌豆 各 约 为 7500 株 和 2500 Ж. 


шы 矩阵 的 相似 化 简 


Ж (1) žno, A 
mw Р" м saqewan, E isa 
yn yo 4 L10000 + 2000 X 0.8" 25001" 
(2) 特征 向 量 p = (3.1), р (1.10) 构成 及 ?的 一 个 基 , 因 此 有 


хо 
[ F Рр + 2р2, 
Уо 


Жї Xo 
[ F A[ |= kiApi1 + k:Ap2 = kıàı pı + kzà2 po + 
Уо 
进而 有 
Tn To 
[ F | |= kiàipı + kzà2 p2. 
yo 


B З псов, A A0, X n 充分 大 时 ,| еы „жле 5 а фий. 
yn 


豆 数量 之 比 近 似 于 р 中 分 量 之 比 3 : 1. 

41. 某 公 司 对 所 生产 的 产品 通过 市 场 营 销 调查 得 到 的 统计 资料 表示 ,已 经 使 用 本 公司 
产品 的 客户 中 有 60% 表 示 仍 会 继续 购买 该 公司 产品 ,在 尚未 使 用 该 产品 的 客户 中 ,有 25% 
的 客户 将 购买 该 产品 ,目前 该 产品 的 市 场 占有 率 为 60% ,能 否 预测 n 年 后 该 产品 的 市 场 占 
有 率 ? 

f 设 第 nn 年 该 产品 市 场 占有 率 为 xz,: 则 

三 Qa + 0.2561 Ba) 
L = 0. 40,1 40. 7501—21), 


[ 2. ]- Щр чеч | х1 ]- = [>À “| 21 | 
1—4 10.4 0.75Jli—zad 10.4 0.751 lia 


0.6 0.25 
зе [es arl 
不 难 求 出 矩阵 A KIRA ИЕ ШЕН A =1 A2 =0. 35, ЖТ NIA BJ РУУ PE ЭС Э Н НЕЛЕ Ia] нЕ 
рі =(5,8)" A ps 二 (1, 一 1)", WER P=[p, pzj, 则 由 z: =0. 6 + 


2; [0.6 1 0 _ [0.6 
ei „нче К ЫҢ ва 
1—=, 0.4 0 0. 35 一 0.4 
„| |: 0 |? ТЫ 
lg =2Jlo 0.35": 1308 —1il 10.4 
Е нажат 
65L40— 14 х 0:351’ 


令 


因此 年 后 该 产品 的 市 场 占有 率 为 蕊 十 让 多 0. 357. 
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42. 生物 外 部 的 某 种 特征 由 其 内 部 的 显 性 基因 A 与 隐 性 基因 a 组 成 的 基因 对 AA,Aa， 
аа 所 确定 .例如 , 某 种 花 的 三 种 颜色 被 三 种 基因 对 确定 . 常 染色 体 的 遗传 规律 是 亲本 双方 各 
自 的 两 个 基因 等 可 能 地 遗传 给 后 代 一 个 ,因此 亲本 (双方 ) 基 因 型 和 后 代 基 因 型 的 关系 如 
表 5.1 所 示 . 


#51 亲本 (双方 ) 基 因 型 和 后 代 基 因 型 的 关系 


亲本 (双方 ) 基 因 型 
后 代 基 因 型 
AA—AA AA—Aa AA 一 aa Аа— Аа Аа—аа аа—аа 

1 1 

АА 1 > 0 T 0 0 
1 1 1 

Аа 0 > 1 > z 0 

aa 0 0 0 L 5 1 


设 某 种 植物 有 三 种 基因 型 AA,Aa.aa, 它 们 各 占 总 数 的 百分数 为 coypo,coCao 十 如 十 
в =1). 如 果 它 们 只 与 Aa 型 结合 而 进行 繁殖 , 问 繁殖 到 第 代 时 ,三 种 基因 型 植物 占 总 数 的 
百分数 a,,b, c, 各 为 多 少 ? 并 求 其 极限 值 . 


ӨЮ ”根据 题 意 , 有 
а =a Lom, 
b, = Lam Lomi + Aem» 
Cr 一 Ба + Eems 
写成 矩阵 形式 得 递 推 式 
ї 1 1 1 
за 0 i 2 4 Ü 
аһ Ani ao 
í 3 1 i j 3 
wl z 2 四 三 | 合计 各 Д, 
Cn Crid Co 
i 1 ї Л 
бм 2 бт 
令 
1 1 
аа 9 
l 1 1 
А= [5 су т, 
L i 
Ü S = 
4 2 


不 难 求 出 矩阵 A 的 三 个 特征 值 为 1 一 0 一 二 二 1, 以 及 它们 对 应 的 三 个 线性 无 关 的 特 


ЙЕ Жор, = (1, —2,1)7, р, = (—1,0,1)7, рз = (1,2,1), #8 Р=[ру ps рь]; 
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е ә ә 
3 5 ° 
w а Баала. 
-|= =a —|= 
=|= © =|= 
| 
一 | 二 =j 一 |= 
和 
о o 一 
© =j © 


| ан 
Fad Ра 
Š Š 
一 一 
一 | 
BY ЕА 
-= ° -Ñ 
< |а + 
| | 
U t 
° М М 
$ $ 5 
=|= =j -|= 
k + „А 
2 ° М 
S З З 
~ |е dé, 
|+ =Ë 
zis N 
-[ dia 
— ды 


当 n—coBl ,# 


| 
t 
° 

Sle -Im =|= 
“Р + a 
е ° ° 
s З З 


二 次 型 


ак 


1. 理解 二 次 型 及 其 矩阵 表示 ,了 解 二 次 型 秩 的 概念 ,理解 合同 矩阵 的 概念 . 

2. 理解 二 次 型 的 标准 形 ,掌握 化 实 二 次 型 为 标准 形 的 正 交 变换 法 ,熟悉 配方 法 ,会 用 合 
同 初等 变换 法 . 

З. 理解 实 二 次 型 的 规范 形 , 了 解 惯性 定理 以 及 实 二 次 型 的 正 惯性 指数 . 负 惯 性 指数 . 

4. 了 解 正定 二 次 型 和 正定 矩阵 的 概念 及 性 质 , 会 判别 二 次 型 和 和 抢 阵 的 正定 性 . 

5. 知道 半 正 定 ` 负 定 、. 半 负 定 ,不 定 二 次 型 以 及 半 正 定 ` 负 定 . 半 负 定 、 不 定 和 矩阵. 


esse 
НЫБ _ 
一 、 二 次 型 及 其 矩阵 表示 
1. n 20 Н n 个 变量 x1 ,xs，… ,x, 的 二 次 齐 次 多 项 式 


Кау yi i == > Xa zi == Aty 

其 中 aj =ain(isj=1,2,° 5n) ,A=[Las jxns x= (1 «иу өы”. 

二 次 型 了 与 对 称 和 矩阵 4 一 一 对 应 ,rank А 称 为 二 次 型 S 的 秩 . 

2. Ж А.В уп ЙҮ И: WRA n АЕС. {ШЇ В =СТА С.Ш А.В 是 合同 的 ， 
记 作 ASB. 当 C 为 实 和 矩阵 时 , 则 称 4 与 B 是 实 合同 的 . 

+ 合同 是 方 阵 之 间 的 一 种 等 价 关 系 ; 与 对 称 矩 阵 合同 的 矩阵 必定 是 对 称 和 矩阵 . 

3. 设 有 线性 变换 x 一 Cy, 其 中 CEEF ”",x,yEFE". 若 C 是 实 和 矩阵 , 则 称 为 实 线性 变换 . 
若 C 为 可 道 矩 阵 , 则 称 为 可 逆 的 (或 满 秩 的 , 非 退化 的 ) 线 性 变换 . 若 C 为 正 交 矩阵 , 则 称 为 
正 交 变换 . 

4. 正 交 变换 保持 向 量 的 内 积 不 变 、 向 量 的 长 度 不 变 、 向 量 的 夹 角 不 变 . 


二 、 二 次 型 的 标准 形 和 规范 形 


1. 只 含 平 方 项 的 二 次 型 称 为 二 次 型 的 标准 形 . 
2. 任意 一 个 二 次 型 都 可 以 经 过 可 递 线性 变换 化 为 标准 形 ; 任何 一 个 实 二 次 型 总 可 以 


@ 第 6 章 二 次 型 


经 过 正 交 变换 化 为 标准 形 . 
3. 化 实 二 次 型 为 标准 形 有 三 种 方法 : 正 交 变换 法 、 配 方法 、 合 同 初等 变换 法 。 
注 二 次 型 的 标准 形 不 唯一 . 
4. gitetz zp miee, 称 为 实 二 次 型 f ei ,zs，… ze) 的 规范 形 . 
5. 惯性 定理 : 任何 一 个 实 二 次 型 可 经 过 可 道 实 线性 变换 化 为 规范 形 , 且 规范 形 是 叭 


6. 在 实 二 次 型 frix ,zs) 的 规范 形 中 , 正平 方 项 的 个 数 p 称 为 了 的 正 惯性 指数 ; 
负 平方 项 的 个 数 ”一 户 称 为 了 的 负 惯 性 指数 . 
+ 实 二 次 型 的 规范 形 由 它 的 秩 和 正 惯性 指数 唯一 确定 . 
7. 任意 实 对 称 矩 阵 А 都 实 合 同 于 形 如 
diag(E,, — Е„,0) 
的 对 角 和 矩阵 ,其 中 pta 等 于 A 的 秩 , 数 p 由 A 唯一 确定 , 称 为 4 的 正 惯性 指数 . 


=. 正定 二 次 型 


1. 设 /zzz, wz) 是 实 二 次 型 ,如 果 对 于 任何 不 全 为 零 的 实数 со ,cs，… cn ABA 
ccco) 二 0, 则 称 实 二 次 型 fC оо ее stn) iE IEKE AY. 对 应 的 和 矩阵 称 为 正定 矩阵 ， 

2. 对 于 实 二 次 型 ГС оло онол) 二 x Ax, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(1) 是 正定 的 ; 

(2) /的 正 惯 性 指数 等 于 ; 

(3) 4 的 所 有 特征 值 全 为 正 数 ; 

(4) 存在 可 逆 实 矩阵 C, 使 得 CAC=E; 

(5) 存在 可 逆 实 矩阵 C, 使 得 А=С'С; 

(6) A 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 0. 

3. Ж f(zi,Xxz，… ,zx,) 是 实 二 次 型 ,对 于 任意 不 全 为 零 的 实数 сасон еса ERA 
ГС са ss сн) 20, ШЖК Сал ,zz,，…,xs) 是 半 正 定 的 ; ВА Ссл осоо ее c,)<0, MEK 
fezi ;Tz Tn) 是 负 定 的 ; 若 都 有 f(a ,ca s Cn) 0. MIER fun доно.) ОРАД ЯЕ. 
# РС ,x2，… ,zx,) 既 不 是 半 正 定 的 也 不 是 半 负 定 的 , 则 称 f(zi ооо ео) КАЕ А). 

若 实 二 次 型 [二 x Ах 是 半 正 定 的 (或 负 定 的 ,或 半 负 定 的 ,或 不 定 的 ), 则 称 4 是 半 正 定 
的 (或 负 定 的 ,或 半 负 定 的 、 或 不 定 的 ). 


问题 1 二 次 型 的 化 简 为 何 要 采用 可 逆 线 性 变换 ? 

E 这 是 因为 ,只 有 线性 变换 х= Су 才能 将 旧 二 次 型 / =x Ax 化 为 新 二 次 型 f= 
y'(C'AC)y; 只 有 线性 变换 х=Су 可 逆 , 才 能 使 新 ` 旧 二 次 型 具有 相同 的 秩 , 才 能 从 新 二 次 
型 的 性 质 推出 旧 二 次 型 的 性 质 . 

问题 2 ”为何 将 可 北 线 性 变换 称 为 非 退 化 的 线性 变换 ? 

答 非 退化 的 意思 是 “没有 变 坏 ” 可 逆 线 性 变换 可 以 保留 原 有 的 好 的 性 质 ,例如 ,可 逆 
线性 变换 能 够 保持 二 次 型 的 秩 不 变 , 可 逆 实 线性 变换 能 够 保持 实 二 次 型 的 正 惯性 指数 和 负 
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惯性 指数 不 变 , 这 些 都 是 二 次 型 的 重要 指标 . 因此 称 可 逆 线 性 变换 为 非 退化 的 线性 变换 . 

问题 3 为 什么 要 规定 二 次 型 的 矩阵 为 对 称 和 矩阵 ? 

答 ” 研 究 二 次 型 的 目的 是 为 了 将 一 般 的 二 次 型 /二 x Ax 经 过 可 首 线 性 变换 x 二 Cy 化 
为 只 含 平方 项 的 标准 形 f =y By XE B HX AE. Ti 

f = хТАх =y (СТАС) у = у By; 

即 有 B=C"AC. h F B 是 对 称 和 矩阵 ,C 是 可 逆 和 矩阵 ,因此 4 一 (C-)7BC К Е. 所 以 ， 
规定 二 次 型 的 矩阵 为 对 称 和 矩阵 ,是 将 二 次 型 化 为 标准 形 的 必然 选择 . 

问题 4 ША ул Е, x= Catt) ,试问 二 次 型 f(x)= x Ax Ж E # 
ЖА? 

答 当 4 是 对 称 和 矩阵 时 ,二 次 型 fCx) 的 矩阵 就 是 A. 

ЩА 不 是 对 称 和 矩阵 时 ,二 次 型 FCx) 的 矩阵 不 是 A. 注意 到 

ХТАх = (x"Ax)" = xTATx, 

从 而 


тА А", 


f L (хТАх He A= 
A+A" ; 

且 容易 看 出 一 > 是 对 称 和 矩阵 ,因此 它 是 二 次 型 FO) BJ H: Е. 

注 “上述 解 答 给 出 了 求 此 类 二 次 型 的 答 阵 的 一 般 方法 . 

问题 5 和 矩 阵 的 “等 价 ”“ 相 似 ”“ 合 同 " 有 什么 区 别 与 联系 ? 

答 ”由 定义 知 , 相 似 的 矩阵 一 定 是 等 价 的 ,合同 的 矩阵 也 一 定 是 等 价 的 . 

第 5 章 疑 难 辨析 中 问题 1 已 经 指出 ,相似 的 矩阵 必 等 价 ,等 价 的 矩阵 不 一 定 相似 .下列 
例子 说 明 : 等 价 的 矩阵 不 一 定 是 合同 的 "合同 与 "相似 ”之 间 不 存在 列 涵 关系 . 

(1) AB 不 蕴涵 A 二 B. 例如 ,对 于 和 矩阵 


| 


显然 ASB. 因为 A 是 对 称 和 矩阵 ,而且 不 是 对 称 和 矩阵 ,所 以 4 与 也 不 合同 . 
(2) A 二 B KA A ~B. 例如 ,对 于 矩阵 


1 ü 1 0 
А-[ 1] в-р °}, 
0 1 0 4 


只 要 取 с | ,就 有 стас в.ш A=B. (9505 tien LEER IEEE H ЁТ 


以 4 与 B 不 相似 . 
(3) A—B ЖА А = В. 例如 ,对 于 和 矩阵 


ЫН: 


з 1 
取 P=|， МВ РТТАР В.Ш А-В. h T A ЖЕЕ B ГИНЕ АА 与 B 


0 
2 


不 合同 . 
问题 6 方 阵 A 的 秩 与 4 的 非 零 特征 值 个 数 有 什么 关系 ? 
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答 D ЧА 是 实 对 称 和 矩阵 时 ,A 的 秩 等 于 A 的 非 零 特征 值 个 数 . 
(2) 当 方 阵 A 是 实 和 矩阵 但 不 是 对 称 矩 阵 时 ,4 的 秩 不 一 定 等 于 4 的 非 零 特征 值 个 数 . 


1 = 
例如 , 方 阵 4 一 | “| 的 特征 值 为 0,0, 即 非 堆 特 征 值 个 数 为 零 ,但 rank A=1. 
(3) 当 方 阵 А 是 对 称 和 矩阵 但 不 是 实 矩阵 时 ,4 的 秩 不 一 定 等 于 4 的 非 堆 特 征 值 个 数 . 
аш 
例如 , 方 隆 A 一 | _ | 的 特征 值 为 0,0, 即 非 堆 特 征 值 个 数 为 零 ,但 rank 4 一 1 


问题 7 若 A,B 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,那么 A~B 与 4 二 B 有 什么 联系 ? 

答 (1) #А.В Уп ЭЕ. Н. АВ. АВ. 

EKE, A A,B 都 是 实 对 称 和 矩阵 , 故 А.В 都 可 正 交 相 似 对 角 化 ; ХН A~B A A,B A 

相同 的 特征 值 ,从 而 A.B 正 交 相似 于 同一 个 对 角 矩 阵 和 A , 即 存在 正 交 矩阵 Q1,Q;, 使 得 
QTAQ: = A = 01BQ;. 


于 是 有 
(Q.,QZ)TA(0:02) = B, 

即 A— В. 

(2) # A.B п WEIER. Н. 4 一 B , 则 不 一 定 有 A—B. 

反例 见 本 章 疑难 辨析 问题 5 的 解答 中 (2). 

问题 8 正定 二 次 型 ` 负 定 二 次 型 . 半 正 定 二 次 型 . 半 负 定 二 次 型 之 间 有 什么 联系 和 
区 别 ? 

= ”根据 定义 ,可 以 知道 : 

实 二 次 型 /(x) 是 负 定 的 当 且 仅 当 一 /A(x) 是 正定 的 ; 

实 二 次 型 /(x) 是 半 负 定 的 当 且 仅 当 一 /(x) 是 半 正 定 的 ; 

正定 二 次 型 是 半 正 定 二 次 型 ,反之 不 真 ; 

负 定 二 次 型 是 半 负 定 二 次 型 ,反之 不 真 . 

i£ “对 于 正定 矩阵 、 负 定 矩 阵 、 半 正定 矩阵 、 半 负 定 矩阵 也 有 类 似 结论 . 

问题 9 设 A,P 和 0Q 分 别 是 ” 阶 实 对 称 和 矩阵、 可 逆 和 矩阵 和 正 交 和 矩阵 ,下 面 矩 阵 

(1) B=PAQ; (2) C=P 1AP; (3) G=P"AP; (4) H=Q'AQ 
哪些 与 4 有 相同 的 行列 式 、 秩 ,特征 值 . 正 惯性 指数 ? 

答 (1) А2В.  гапК 4 一 rank В; 

(2) А—С. ШЕ |А |= |С|,гапК A=rank C, H А УС 有 相同 的 特征 值 ; 

(3) АС. ЖЕ rank A=rank G, H А УС 有 相同 的 正 惯性 指数 ; 

(4) А EZF H.A A~H H A 二 H, 此 时 |A|==|H|,rank A=rank H, ВА УН 
有 相同 的 特征 值 和 相同 的 正 惯性 指数 . 

问题 10 实 二 次 型 有 规范 形 ,那么 复 二 次 型 是 否 也 有 规范 形 ? 

E 任何 一 个 复 二 次 型 fCzizz ,ze) 都 能 经 可 逆 线 性 变换 化 为 标准 形 , 只 需 适当 改 
变 变 量 的 顺序 (这 也 是 一 个 可 逆 线 性 变换 ) ,就 可 得 到 

f = diyi + 44% -+_++-+_4„у?. 4: 5 0,1 = ,2,--,r, 

其 中 > 是 FCziz,…'zo) 的 秩 .然后 做 可 逆 线 性 变换 (不 一 定 是 实 线性 变换 ) 


范例 精 讲 &> 


Jı = Zis 
~V di 
PE We 
/а, 
Ут = ы» 
Yn = Zas 


将 其 化 为 如 下 形式 的 标准 形 : 
= а += + +=, 
这 就 是 复 二 次 型 /zi ,zs，… ,x,) 的 规范 形 . 
Ж (1) 复 二 次 型 的 规范 形 也 是 唯一 的 , 它 由 其 秩 所 确定 ; 
(2) 化 复 二 次 型 为 规范 形 所 使 用 的 线性 变换 不 能 要 求 是 实 线性 变换 . 


CE 范例 精 讲 


题 型 1 二 次 型 的 概念 和 性 质 

例 1 二 次 型 fF(zi,zz,zs) 一 zi 十 z 十 如 十 2azizz 十 2zlzs 十 20xzzzs 的 秩 为 2, 则 a,b 
应 满足 的 条 件 为 [ 1 

(А) аз0; (В) a=b=1; (С) а=6,а% +1; (D) a=b=-1. 

解 ”二 次 型 /的 矩阵 为 


l a 1 
А = |а 1 b 
1 Ë& 1 
由 了 的 秩 为 2, 知 |4| (a 一 6)* 二 0, 可 得 a==b. 又 
1 = 1 1 a 1 
А = |а 1 aj> 1-а? 中 
l 1 0 0 0 


所 以 当 aZ +1 时 ,rank 4 一 2 , 故 选 (C). 
$ |A|=0 只 能 说 明 rank 4 一 3 ,而 不 能 确定 rank 4 一 2. 


例 2 证 明 
0 л, T2 ж 
一 Z1 an а аһ 
Jai z a s z.) = |- 25 ал an * а», 
~n Am аг Ann 


是 一 个 二 次 型 ,并 求 其 矩阵 . 
证 ” 记 矩 阵 4=[as],A; 为 14| 中 元 osJ 王 1,2,…:2) 的 代数 余子 式 , 则 
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—1 а Aln 一 TI an an аһ 
— T2 az аз — T72 ап az аһ 
大 一 | Ú” ， a|. о, реф 
Xn Am An — Хһ ат Qa, Ann 
一 li ап ka: G1.—1 
— Gm *“ @,т-1 
п+2 
= дЫ) . . 
— ат @п,п—1 


= м (Апл + Аал? 
z, (Ava + Ах» + 
= y” g, 
S B=[b; ],, 2 f BOE IE И /二 x Bx, 且 B 是 对 称 和 矩阵 ,于 是 
Be = 10А, ЗД: Ды = lesa 
Ж 本 题 使 用 的 是 本 章 疑 难 辨 析 中 问题 4 的 方法 . 
例 3 设 天 0, 试 证 : 无 论 为 何 值 ,二 次 型 


s Puku 


Ca emas za) = (a + zz + zs) + [аха + (a + di)as + (a + 2di)=xs ]* + 


Dila +d:)xı + (a + 2d,)z+ + (a + 3d,)zs]° 
i=2 


的 秩 均 为 2. 
证 做 线性 映射 
Уо = mz + x+ + zs 
yı = axı + (a + dı)xz + (a + 2di )xzs + 
ж = (a +d,)zi + (a +2d,)z: + (a +3d i)as, i= 2,3," 
则 
1 
а+ 24 | rz 
а +342 | | хг 
š тз 
ath 
w 
1 1 1 Уо 
а а+а a+2dı у Xl 
А = |а+4, a+2d, а-+34,|, y= |у |, x= |z: 
š $ : $ 23 
T. GT DÚ G+ d йы 
从 而 
f = убу + yz yk = уту = xT(ATA)x. 


ХЕ A 做 行 初等 变换 ,得 


… 十 Auzn) 十 zz(Aizzi 十 Azzz 十 … 十 Asze) 十 … 十 


п, 


范例 精 讲 人 


0 0 0 
所 以 当 41520 时 ,rank 4 二 2, 这 与 的 取 值 无 关 . 而 rank(474) 一 rank A, 故 二 次 型 fa, 
T2 ,zs) 的 秩 为 2. 
题 型 2 矩阵 合同 的 判定 与 证 明 


例 4 设 和 矩阵 
1111 400 0 
Та ЕЯ. в 199° 0 
Е ооо о 
0. @ 00 оо 
ША БВ 【 1 
(A) 合同 且 相 似 ; СВ) 合同 但 不 相似 ; 
(C) 不 合同 但 相似 ; (D) 不 合同 也 不 相似 . 


解 ” 由 于 A 是 实 对 称 和 矩阵 ,因此 存在 正 交 矩阵 @ ,使 得 0740=Q-4O=A 为 对 角 和 矩阵 ， 
日 A 的 主 对 角 元 为 A 的 特征 值 . 由 rank А =гапк А=1 ЖД 的 主 对 角 元 应 有 三 个 0; 又 trAh = 
tr A 二 4, 故 A 的 另 一 个 主 对 角 元 为 4, 所 以 4 一 B, 且 4 一 B. 故 应 选 (A). 

Ж (1) 两 个 实 对 称 矩 阵 相似 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 特征 值 . 

(2) 两 个 实 对 称 和 矩阵 合同 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 和 相同 的 正 惯 性 指数 . 


2—1 =i 1 
例 5 已 知 矩 阵 A 1 2 -1|'? 2 Ж A 与 B 是 否 合同 ,是 否 
— = 8 0 
相似 ? 


解 ”因为 |4E 一 A| 二 4(4 一 3)”, 所 以 А 的 特征 值 为 0,3,3. 但 B 的 特征 值 为 0,1,2, 故 A 
+j B 不 相似 . 
H T А.В 都 是 实 对 称 和 矩阵, 且 秩 都 是 2. 正 惯性 指数 都 是 2, 因此 A— B. 


例 6 WER A B 合同 ,4 与 B, 合同 ,证 明 | ° „19 188. 


证 УА В.А: В. ТЕТЕ n| Е C, .C, ,使 得 
В, = СТАС, В, = С?А,С,. 


g |u стт. 于 是 


2 


|" а i al al "s „= 
ü M |" в! 


Вр 
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题 型 3 二 次 型 的 标准 形 和 规范 形 
例 7 i¿P—[e е а;1.О=[а\ —ae æl ERM flirer EEX TH x= 
Py 下 的 标准 形 为 2yf 十 六 一 M ГС оо тз) ЕТЕ Ж 2846 х= Оу 下 的 标准 形 为 [ 1 


(А) 2yi— yi +y; (B) 2yi+yi— ys; 
(C) 2yi— у? — ys; (D) 2yi +yz + ys. 
E 由 二 次 型 /zi'zz,zs) 在 正 交 变换 х= Ру 下 的 标准 形 为 2yi ty — 3.18 
2 0 0 
P'AP = |0 1 中 
0 0 =l 
Ж 
1 0 0 
Q = [а Ta: a] = [а а: е, 0 ак 
о 一 1 0 
故 
2 о 0 
ОТАО = C'(P'AP)C= |0 一 1 中 
0 0 1 


从 而 二 次 型 /(л1. хә, хз) ЕТЕ ЖЛЕ х=Оу FREE 2yi— yt ys. 所 以 选 (A). 

例 8 已 知 实 二 次 型 214-422 ttri 2а T4zizs—6z+zs 的 正 惯性 指数 为 2, 负 
惯性 指数 为 1, 则 1 的 取 值 范围 是 

解 ”利用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 ,得 


f = (a — zs + 2zs)2 +3[= -1.,) + ( = B), 


R# (‹—1$) 才 可 能 是 负 平方 项 , 故 由 题 设 知 г<, 
例 9 用 配方 法 、 合 同 初等 变换 法 将 二 次 型 
f = =! +z + ai + zí + 2хл\ух 一 2X1T4 — 2003 + 20324 
化 为 标准 形 和 规范 形 . 
解 (1) 配方 法 . 先 将 /配方 成 


F= kei Fa =a Fe ао аа) as Bea + 321, 


然后 令 
yi 一 2 十 Za 一 Tiy 二 
уз = х;—2х\, 即 хә = у, +2у‹, 
Уз 一 一 Zz 十 zs 十 Zi， аз = у + уз + уа, 
ж = Tis ә. = у, 
记 
1 =] @ —1 
p= 0 1 0 2 А 
0 1 1 1 
0 0 0 1 


范例 精 讲 人 


则 二 次 型 了 经 可 逆 线 性 变换 x 一 Py 化 成 标准 形 f =yi— y tys +3yi. 


再 令 
in Saday yı 21, 
22 = уг, 即 Алы. 
©з — уз, 59—98 
_ МЗ 
z = (Зул, 98 = юй, 


记 Q=diag (1,1,1, E) сэв S вт х — PO: ОВ S= i—i + 


z+. 
1 1 0—1 
1 1 —1 0 
(2) 合同 初等 变换 法 . 记 二 次 型 的 矩阵 为 A= Оо |M 
一 йб i 1 
Г1 1 0—1 1 о о 0 
Ì + = SPD b Q Š 
А Е,]= 
[А Е] б=1 1 100160 
—1 0 1 10001 
[1 0 о 0 1 оо ü 
02 0 0 Í © 1 
= |o o 0 —1 1 1 
= 了 =e Ч Д. 
[00 0 > 1 > 0 本 
[100 O 1 о о о 
1 1 
ото 0 б == 0: 
V2 V2 
ы 2⁄3 уз үз ү | 
0 0 1 0 -3 3 3 3 
ооо Í a Z Жз? 
令 
о о g” 
* 
0 0 O ç pl 
0 i o i V2 V2 
Pi g =з 8 3 һ= а % y3 М3 |° 
3 т ë Š 
1-10 1 
Е а Ж 0 5 
бв т 


则 原 二 次 型 / ПЖ ЕЛЕ x = P, y ОАВ 232-6352 — суз 二 次 型 / 经 
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可 道 线性 变换 x 二 Poz 化 成 规范 形 Г = 21 4-22 4-23 21. 

Ж (1) 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 的 步骤 如 下 : 

如 果 二 次 型 不 含 平方 项 , 则 先 做 可 逆 线 性 变换 使 之 出 现 平方 项 . 如 果 二 次 型 含 平方 项 ， 
则 将 含 某 个 平方 项 中 变量 的 那些 项 归并 后 再 配方 ; 然后 对 剩余 部 分 继续 归并 、 配 方 ,直至 将 
二 次 型 化 成 只 含 平方 项 . 

(2) 合同 初等 变换 法 化 二 次 型 为 标准 形 的 两 种 途径 : 

一 种 是 主教 村 中 介绍 的 ,对 撼 阵 | | 做 合 同 初等 变换 ( 先 做 初等 列 交换 再 做 相应 的 初 和 
行 变换 ) ,将 A 42) 3 f 2E BE 65) F] E RAE ARAR GEE C. 

3 —#h2 SF 3EBF[A 忆 ] 做 合同 初等 变换 ( 先 做 初等 行 变换 再 做 相应 的 初等 列 变 挨 ) ,将 
A AEA at ЮВЕ 就 化 为 矩阵 CT, 而 C 就 是 要 找 的 矩阵 . 

例 10 已 知 f(xi,zxz,zx3)=(1 а)2*+(1—а)а +225 +201 +а) ліл, 29 2. 6: 

(1) а 的 值 ; 

(2) 正 交 变换 x 二 Qy, 把 faza ,x3) 化 为 标准 形 ; 

(3) 方程 f(xi ,zxz ,zs) 二 0 的 解 . 

解 (1) 二 次 型 了 的 矩阵 为 


1+а 1—@ 0 
0 0 & 


& == 


lw 4а Д 


由 rank A=2, |А | Ва ,得 到 а=0. 
(2) НАЕ А | =А04— 2) =0 解 得 4 НЫНА =0.4:=Аз 2. 
对 于 ) 一 0, 解 方程 组 (OBE 一 A)x 一 0 得 对 应 的 一 个 特征 向 量 为 р = С— 1,1,0)", ДИ 


1 
得 ф 三 一 (一 1,1.0)7. 
得 q л 

对 于 ?一 13 王 2, 解 方程 组 (2 一 人 A)x 一 0 得 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 p; = 
(1,1,0)7,ps 一 (0,0,1)7 ,单位 化 得 в=-—(1,1,0)7,а,=(0,0,1)7. 所 求 正 交 和 矩阵 为 


ЛА 
=L Í 而 
? V2 
Q=[gq q Ф] = 1 1 7 
V2 V2 
0 0 1 


则 由 正 交 变 换 x 二 Qy, 可 将 二 次 型 化 为 标准 形 /二 2yi 十 2y5. 
G) 方程 f(x1 ,zz ,x3) 王 0 的 矩阵 形式 为 x"Ax 一 0, 在 正 交 变换 x 一 Qy F + 
ХТАх = yO AOY = 252 + 2y; = 0, 
解 得 У: = уз 50, y = 为 任意 实数 ,从 而 


范例 精 讲 49) 
1 


记 区 ; 则 方程 fCzrazzyzs) 一 0 的 全 部 解 为 zi 一 一 c,zz 一 c,zs 二 0,c 为 任意 实数 . 


+ 正 交 变换 法 化 实 二 次 型 为 标准 形 的 步骤 : 
(1) 求 二 次 型 的 矩阵 ; 
(2) 求 矩 阵 的 特征 值 及 每 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 ; 
(3) 对 一 个 特征 值 对 应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 正 交 标 准 化 ; 
(4) 4932 E Z EFF, EF EBE АИЫ; 
(5) 将 二 次 型 经 正 交 变 换 化 为 标准 形 . 
例 11 йа 为 参数 , 实 二 次 型 
f (an z2 zs) = (ха — zz + zs)? + (zz + zs)? 十 (zl 十 azs)2. 
(1) Ж fGai,z ,zs) 二 0 的 解 ; 
(2) R f(zi,z2z ,Xs3) 的 规范 形 . 
解 d) H f(x,xz ,zs) 二 0 得 齐 次 线性 方程 组 
zl 一 zz 十 xs = 0, 
| Xz 十 хз = 0, 


xı +ахз = 0, 


L ==) J 1 =1 1 
ж 1. ' T | 
1 0 а 0 q а—/2 


当天 2 时 , 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 . 
当 а=2 时 , 齐 次 方程 组 的 通 解 为 


对 其 系数 和 矩阵 做 初等 行 变换 ,得 


21 z 
Е = | 1 为 任意 数 . 
3 =i} 


(2) H (1) Я. Ч a#2 Н.А 可逆, 令 
: = 1-20: + T3, 


zz = Xz 十 Хз» 
23 = 11 +ахз, 
则 可 逆 线 性 变换 z= 二 Ax, 将 二 次 型 化 为 规范 形 f= 21-223. 
34 a=2 时 , 因 


Jf Gan stana D= (mi ава) + (ze + ze + Саз + 22585 
= 2x? + 2z2 + 6zš — 2ziz; + 6X123, 
е 3 
= 2 | H 
3 0 6 
| Ж — B |= АО? — 104 +18) = 0, 
得 矩阵 B 的 全 部 特征 值 41 二 5 十 V7 ,Xs 二 5 一 V7 .13 一 0, 从 而 二 次 型 的 规范 形 为 f= x+ z. 


故 二 次 型 的 矩阵 B= 
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Ж 3 a=2 时 ,也 可 以 用 配方 法 求 二 次 型 的 规范 形 . 

Ф] 12 设 实 二 次 型 уа ,л2 13) ахі Бах? (а 1) 5420123222203. 
(1) 求 二 次 型 了 的 矩阵 的 所 有 特征 值 ; 

(2) 若 二 次 型 了 的 规范 形 为 YI 十 好 , 求 a 的 值 . 


а 0 1 
解 (1) 二 次 型 了 的 矩阵 为 4 王 |0 a 一 1|, 从 而 
1 一 1 a-l 


[АЁ —А | = а-а) -а- DQ —а@-Е2), 

故 A ПОЙ ЛЕЙН М А:=а,А«=а-+Е1,3з=а—2. 

(2) 因为 /的 规范 形 为 yi 十 六 ,所 以 A 有 两 个 特征 值 为 正 ,一 个 特征 值 为 0. 

# А =а=0, Д] Аг = 12>0.Аз 2 一 0 ,不 符合 题 意 ; 

# Aa =a--1=0,Mi А 1<=0,4s 二 一 3 过 0, 不 符合 题 意 ; 

车 hs 二 a 一 2 二 0, 则 1 二 2 之 0,Xz 二 3 之 0, 符 合 题 意 , 故 a=2. 

例 13 л ИЗА ЕА WEH r, HWE ASAR: 

(1) 二 次 型 xTAx 的 标准 形 ; 

(2) 行列 式 |E 十 A 十 A 和 十 … 十 A"| 的 值 . 

解 (1) 设 4 是 A 的 任 一 特征 值 ,由 A’==A4 知 ,特征 值 * 必 满 足 方程 1 一 人 二 0, 从而) 一 
0 或 4 二 1, 即 A 的 特征 值 只 取 0 或 1. 

因为 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 且 rank А =. ТУ A 的 特征 值 中 有 7 个 1.n 一 r 个 0, 故 二 次 型 
的 一 个 标准 形 为 yi tyty. 

(2) H А?=А {$ At =A(k2>2) , 故 

І Е+А+А? +=. РА" |= | Е+лА |. 

HFA 的 特征 值 中 有 > 个 ln orio REE tna 的 特征 值 中 有 > 个 1 十 n,n 一 r 个 1， 

从 而 


|E+A+A ++ +A" |=| E+nA |= (1 十 nn)". 
例 14 设 实 二 次 型 /(ху\+хг+хз) хї + z+ xš 22122 22123 і Raxx; 通过 正 交 变 
换 化 为 标准 形 /二 2yif 十 2yi 十 bys. 求 : 
(1) wa 及 所 用 正 交 变换 矩阵 Q， 
(2) f 在 条 件 x "x 二 3 下 的 最 大 值 . 
解 (1) 二 次 型 及 其 对 应 的 标准 形 的 矩阵 分 别 为 


£ q == 2 
s= [= 1 éj B= 2 . 
一 下 а 1 b 


因为 A—B. Br А 的 特征 值 为 2.2,2, 从 而 由 
| 2Е—А | az 一 2a 一 1 0 
知 a= 一 1. 又 tr4==trB, 则 65 二 一 1. 于 是 A 的 特征 值 为 2,2, 一 1. 
对 于 4 二 2, 解 方程 组 (2E 一 A)zx 二 0, 可 得 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 为 pi 二 (1,0, 一 1)"， 


жө 1 1 
Pz 一 (1, 一 2,1)7 ,单位 化 得 gq C= -2 
2 1 J2 2 Jü 


范例 精 讲 人 


对 于 4 二 一 1, 解 方程 组 (一 E 一 A)x 一 0, 可 得 对 应 的 特征 向 量 为 ps 一 (1,1,1)" ,单位 化 
1 т 
时 qs 二 一 (1,1,1)". 所 求 正 交 
得 qs б" PEREZEN 


V3 1⁄2 
2 _ 2, Е 
О= 1а q: 4 一 后 9: — 4/9 |; 
—Зз 1 ү 


(2) AX х=0у, Я 3 =х7х=у70"0у =y" y, Р 
f = 2y + 2y2 — уз < 2уї + 2y2 +253 = 6, 
M у= 1-0/6 ,WB,0)", 则 yy 一 3, 且 使 得 /一 6, 即 在 条 件 хїх=3 下 ,7 的 最 大 值 为 6. 
例 15 设 n 元 实 二 次 型 /==x "Ax ,证 明 Sf ER riterite te= FORKEAR 
二 次 型 的 矩阵 А 的 最 大 特征 值 ,最 大 特征 值 对 应 的 单位 特征 向 量 为 最 大 值 点 . 
解 Aiz ,hs 是 了 的 特征 值 , 则 存在 正 交 变 换 x 二 Qy, 使 
f = xTAx = y'(Q'AQ)y = hiyi Агу + Алу? 
设 Ak = max {Ài Àz "tt An) H хОу 为 正 交 变换 ,因此 保持 长 度 不 变 , 即 
并 十 并 十 十 六 = aitai 1 at= 1, 


因此 
= Му БА Б Ау << (i + y2 + = + у) Ав 

这 说 明 在 ritate Har =1 的 条 件 下 S 的 最 大 值 不 超过 44. 

取 yo 为 nn 维基 本 向 量 ei, 则 угуо=1. В. 

f= Му Hyi Hee H uyi H Ау = M. 
将 Q RIRH Q [Q с Q … q.].M) xo 50yo =q Н. q, IFE ЙЕН A 对 应 的 单位 
特征 向 量 , 从 而 хо Xo = yo Yo = 1, R. 
flwo) = жАхь = yo (Q'AQ)y = А, 

这 说 明 /在 xo 处 取 到 Ar ЫҢ f Eitri 6 а 1 条 件 下 的 最 大 值 为 A 的 最 大 特征 
值 , 最 大 特征 值 对 应 的 单位 特征 向 量 是 最 大 值 点 . 

Ж ARTE, nn 元 实 二 次 型 /二 x Ax Ekik ritarit tari =l 下 的 最 小 值 为 实 二 
次 型 的 矩阵 入 的 最 小 特征 值 , 最 小 特征 值 对 应 的 单位 特征 向 量 为 最 小 值 点 . 

题 型 4 由 正 交 变 换 下 二 次 型 的 标准 形 反 求 二 次 型 

#116 设 三 元 实 二 次 型 xTAx 经 正 交 变 换 化 为 2yi—yi— уз. АЕ В W E Mi E Jy Ë 


[( I ) ] sa” = 2AB +4E, 


z 
H А'а 一 @ ;其 中 @ 一 (1,1, 一 1)7, 求 二 次 型 xTBx 的 表达 式 . 
解 ”根据 题 设 ,4 的 特征 值 为 2, 一 1. 一 1. 故 |4| 二 2. 由 A'@ 一 @ Hl Ae 一 2@. 
因为 


(a) = (H laat = dan, 
所 以 
2ABA™ = 2AB + 4E. 
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解 得 B=2(E—A) В 的 特征 值 为 一 2.1,1., 且 Ba 一 一 2@. 
设 了 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 为 二 (zi,zs,xs)", 由 A 是 实 对 称 和 矩阵 知 B 一 2(E 一 
4) 一 也 是 实 对 称 和 矩阵 ,因此 @ 与 正 交 , 即 zi 十 xs 一 zs 二 0, 解 得 
P= (1,—1,0", k= (1,0,1)". 
令 P=[@ В BD:].M] P 'BP 一 diag( 一 2,1,1), 从 而 
1 
0 


—2 0 一 1 
| 1 =- —1 0 
1 1 1 
xTBx =— 2212: 22123 + 22223. 
0] 17 已 知 实 二 次 型 fC ло олз) =x Ax 在 正 交 变 换 x 一 Qy 下 的 标准 形 为 yf 2, 
且 Q 的 第 三 aa (Eo Z). 
(1) REE A; 


(2) 证 明 AHE 为 正定 矩阵 . 
解 O) 由 于 二 次 型 f(zi z; z; )=xTAx 在 正 交 变换 x 一 Qy БАЈЕ У yi + y2 A 


Ж А 的 特征 值 为 1 一 A 一 1,4s 一 0. 又 因 Q 的 第 三 列 为 (如 ,0 gy ,所 以 A 的 对 应 于 4 二 0 


故 


的 特征 向 量 为 @ = (2 0 2] . 设 4 的 对 应 于 hi 一 1 一 1 的 特征 向 量 为 e Сота)", 


则 由 А 是 实 对 称 和 矩阵 知 @@ = 0. Вр 
E 


2 T1 + zs = 0, 
Ша =(0.1.0)7.@=(—1.0.1)". Ше es:es: 正 交 . 故 令 P— [a а; es], 可 得 
1 1 
ГЬ 
А = Рііав(1,1,0)Р = © i 0 
1 1 
w. з 


(2) МА 的 特征 值 为 1,1,0, 故 AHE 的 特征 值 为 2,2.1, 即 AHE 的 所 有 特征 值 为 正 ， 
所 以 A+ E 为 正定 矩阵 . 

题 型 5 正定 二 次 型 的 判定 与 应 用 

例 18 判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 . 

(1) 万 (ziyzsrzes) 一 6 好 十 5z3 十 7Z3 一 4ZiZz 十 47ziZs5 

(2). lnm) = bai -— 622 Aa dn me dss 

(3) бахо ,z )=z1+z2+14z3+-7z4d-6zizs 8х2 —4zəzs H2rrxı -4лзл4. 

解 D 由 于 二 次 型 fi 的 矩阵 为 


6 一 2 2 
“| 5 o|: 
2 0 7 


且 顺 序 主子 式 依次 为 
, 6 2 2 
620, | |= 26 о, -2 5 0|= 1620, 
Ж 2 от 
因此 二 次 型 / 是 正定 二 次 型 . 
(2) 由 于 二 次 型 fo 的 矩阵 为 
-5 2 2 
а 2 —6 中 
| 
且 顺 序 主 子 式 依次 为 
—& ð 2 
—5<0, Е |= 8 >o. 2 -6 о|=—80<0, 
2 о 一 4 
因此 二 次 型 f, 是 负 定 二 次 型 . 
(3) 对 二 次 型 fs 的 矩阵 
1 0 3 4 
2219 161 
з— и? 
4 2 7 
做 倍加 行 变换 将 其 化 为 上 三 角 和 矩阵 : 
1 о зи 10 8 4 
ð ği 01 —2 1 
ё = 
3—2 14 2 оо 1 =& 
4 1 27 оо о —104 
从 而 f, 的 正 惯性 指数 为 3, 负 惯性 指数 为 1, 因此 fs 是 不 定 二 次 型 . 


519 求 椭圆 14202; 35221 的 面积 . 

E 令 бола) а ало Ба, MKR fa e) EEN A= P d! 

设 A 的 特征 值 为 ,hs АА: = |A|= 1; 而 4 是 正定 矩阵 , 故 a :>0.4,:>0, BEEE 
交 和 矩阵 QO, 使 4I40O=diag( ,hz). 

做 正 交 变换 x 二 Qy, 使 二 次 型 化 为 标准 形 =y Hay. 由 于 正 交 变换 不 改变 几何 图 
形 , 因 此 不 改变 椭圆 的 面积 ,于 是 原 椭圆 经 过 正 交 变换 ( 即 旋转 变换 ) 化 为 


hy 十 Ma 一 1 或 Е z+ а 1 
(Z), (25) 


则 椭圆 的 面积 为 


5 = к· 1 L л. 


а абы _ 
+ 也 可 由 特征 方程 |AE 一 A| 二 A 一 64 十 1 二 0 求 出 A 的 特征 值 为 A1 二 3 十 V8 ,一 


срт" 二 次 型 


3 一 V8 ,再 代入 求 出 椭圆 面积 . 

例 20 已 知 实 二 次 型 f(xi,xz x3) 一 2Xf 十 qz 十 十 2T1X2 十 2bx1ixs 正定 , 求 参数 a,b 
的 取 值 范围 . 

解 ”因为 二 次 型 了 正定 ,所 以 了 的 矩阵 


А= 
的 各 阶 顺 序 主子 式 全 大 于 零 , 从 而 
2 1 ó 
2 1 
| >0, |1 a 0|>0 
Ы boi 
Bp 


2a—1>0, ab? + (Qa —1) > 0, 


a>, 42-1 <.<, 2-4. 
例 21 将 实 二 次 型 
fa zz s z3) = az 6х5 + az + 2czizs 
化 为 标准 形 , 写 出 可 逆 变 换 矩 阵 ,并 指出 参数 bsc 满足 什么 条 件 时 ,y 为 正定 二 次 型 . 
解 令 


а,Ь 的 取 值 范围 为 


22= уз, 


| 十 ys， 


3 au — Уз, 


Xl 10 1 У 
22 0 1 0 y |» 
23 те —1 Уз 


这 是 一 个 可 逆 线 性 变换 ,此 时 /化 为 标准 形 
f = Qa 4- 2с) у + бу? + (2а— 2с) уб, 
于 是 , 当 2a+2c>0,b>0,2a—2c>0, B) аг |с|.,Ь:>0 时 ,f 为 正定 二 次 型 . 
例 22 ЕЖА Èn 阶 正定 矩阵 , 令 二 次 型 
J (Gy Ga s h ) = 
的 矩阵 为 如 ,证 明 : ВЕНЕ, ВВА. 
证 Ж А=[а»|„х„,Ша»=а„(ї.ў=1.2.+.п).Ң 


an Ye" Qi, Ain 


HJ 


аһ U Ard, а,-1,п 


ал Е Е 


同步 练习 © 


显然 B 是 实 对 称 和 矩阵 ,上 且 A,B 有 相同 的 & 阶 顺 序 主 子 式 |Ax 1220061,2, 5,1), 
此 B 的 前 n 一 1 阶 顺序 主子 式 也 全 大 于 零 . 现在 考虑 B 的 n 阶 顺 序 主子 式 |B| ,得 


an š ° = am an = wasa 0 
IB |= F 

All ° Qrim Qin ärar ** Wve O 

am ° as am аа ° anma 1 


=| A |+| Amı |> 0, 
可 见 如 是 正定 矩阵 . 
因为 |4,-1 | 二 0, 所 以 由 上 式 可 知 |B| > A|. 


CE 同步 练习 


1. 填空 题 

(1) 二 次 型 ГО ,xz) 二 2xf 十 2x2 十 3z1x2 在 条 件 zx? 十 x 二 1 下 的 最 大 值 为 š 

(2) 若 实 二 次 型 f (zi, xz, zs) = zt + 2л? + ai + 2001 + 2лхз 正定 , 则 上 满足 条 
性 š 

(3) 设 实 二 次 型 F(ziyzzyzs) 王 zi 二 az 十 zi 十 2zzs 一 2zazs 一 2azixzs 的 正 负 惯性 指 
数 均 为 1, 则 a= 

(4) 已 知 实 二 次 型 Слава эхз)==5лхї-Е5х% 十 cz 一 2zizz 十 6zizs 一 6zzze 的 秩 为 2, 
p= Р 

(5) 设 实 二 次 型 F(ziyzzyzs) 一 zi 十 z2 十 xz 十 azizz 十 azizs 十 azazs 当 a 的 取 值 范围 
为 时 ,/ 是 正定 二 次 型 . 

(6) 设 实 二 次 型 f(xiyxz yxs) 二 a(X? 十 十 X39) 十 4X1xz 十 4X1x3 十 4Xzxs 经 过 正 交 变换 
x=Qy 可 化 为 标准 形 /二 6yi, 则 а= 

(7) 设 三 阶 实 对 称 和 矩阵 4 满足 A 十 74? 十 164 十 10E 二 0, 则 二 次 型 /二 x?Ax 经 过 正 交 
变换 x 二 Qy 可 化 为 标准 形 


0 2 0 
(8) #A=|2 3 О.В. АЕА ЕНЕ. Д Е АИА. 
бй = 


(9) A уп WEIER Т Е, ЖШ ЕДЖ 1 f—xTAx {Ез f= yA y 的 可 逆 线 性 
变换 是 ; 
(10) 实 二 次 型 f (лу, Tzs дз. ла) = хул, + zyx, 的 正 、 负 惯性 指数 分 别 为 


2. 单 选 题 
(1) п ЙЭКИ РЕА 为 正定 矩阵 的 充 要 条 件 是 [ ] 
(A) |A|>0; (B) A 的 所 有 特征 值 非 负 ; 


(С) AH EEEE, (D) rank A=n. 


б жеж 二 次 型 


(2) WE E 
e=] =] 1 0 0 
А | 1 2 || = o|; 
=] =] 2 00 0 
MU А 5 B 的 关系 是 [ 1 
(A) 合同 且 相 似 ; (B) 合同 ,但 不 相似 ; 
(C) 不 合同 ,但 相似 ; (D) 既 不 合同 ,也 不 相似 . 
(3) 三 元 二 次 型 
f (an zz zs) = 2z1 + 2z2 + z3 + 4zizz — 6zizs + 62203 
的 正 、 负 惯性 指数 分 别 为 [ 1 
(А) 2,1; (B) 1,2; (C) 1,1; (D) 3,0. 
(4) 已 知 
J ai z: zs z.) = а + zz + ah + 9z1 + 2102120: + rxs + xx) 
是 正定 二 次 型 , 则 参数 :满足 的 条 件 是 [ 1 
(А) 1<1; ЄВ) — а саф 
(© —-у<г<о; D) —-р<и<1. 


(5) 已 知 实 二 次 型 


А 2 2 
f = (апа + азл + aiszs) ° + (адхі + агт + агзхз) + 


(азл Hasr: + asss )2 


正定 ,4 王 [az ]sxs, 则 【 1 
CA) A 是 可 逆 和 矩阵 (B) А 是 不 可 逆 和 矩阵， 
(C) A 是 正定 矩阵 ; (D) A 是 正 交 和 矩阵 . 
20 0 
(6) 设 和 矩阵 4 一 |0 3 o |s a amara [ ] 
0 0 —1 


2 一 要 
3 | (B) | —3 |, 
1 1 


1 =f 
(C) | 1 3 (D) == | 
=й = 
(7) 设 f(zi, z; zs) = 225 622 25—421 —2zizs= G, ШЕ K Ili II JE: [ 1 
CA) C=0 时 为 锥 面 ; (B) C—0 时 为 椭 球 面 ; 
(C) C<0 时 为 柱 面 ; (D) C=1 时 为 单 叶 双 曲面 . 


(8) 已 知 二 次 型 
Y (an sas si) = ari 4 325 + 323 + 2Urars 
可 通过 正 交 变换 化 成 标准 形 731-224-530 ab? 的 值 为 [ 1] 
(A) 2; (B) 4; (C) 6; (D) 8. 


ú 同步 练习 © 


(9) fGai,z2 , zs) = (zi Балг — 2x3) + (22: +3x3) + (з 3х: ахз) 正定 的 充分 必 


要 条 件 是 [1l 


(А) а<—1; (B)aZ-—1; (C) а%1; (D) a>1. 
(10) 设 二 次 型 /二 x Ax, A 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,车 二 次 型 的 秩 为 r, 正 、 负 惯性 指数 之 差 


为 ;, 则 Сл 


(А) rss AHEHE, Н. s| <; 
СВ) r,s АРЕНА, В. |s| >r; 
СС) r,s WRABER E, H |s| <r; 
(D) r,s 的 奇偶 性 不 同 , 且 |*| >r. 
3. 设 二 次 型 


2 2 ... 2 т: ... z 
НИР: ан. пз +a (== +=), 


n 


n 


WR ГС оао ое ол, ) ВОД ИЕ. 


4. 求 二 次 型 


(ay охала) = С ла tär аз) 二 Gr — 22 Баз) + Gy + 28 223) 


的 标准 形 及 相应 的 可 逆 线 性 变换 . 


5. 已 知 二 次 型 


二 元 0 1 
Jf ai za Ta) = (misz2 | zs) j- 2 а —1 | Е | 
š 1 1 Xs 


Q) 求 该 二 次 型 的 秩 ; 
(2) 将 该 二 次 型 化 为 规范 形 ,并 写 出 所 用 的 非 退 化 线性 变换 . 
3 2 O 
2 3 0 
0 0 2 


6. 已 知 三 阶 实 对 称 和 矩阵 A 与 B= 合同 , 求 二 次 型 /=хТАх 的 规范 形 . 


7. 已 知 二 次 型 


f (ai zz zs) 一 4z 一 3z + 2aziza 一 4zizs 十 8zrzzs 


可 经 过 正 交 变换 化 为 标准 形 


ГО ув, уз) = yi + бу? 4 буз» 


REH a,b. 
8. 已 知 二 次 型 
flairar) = axi +425 + 4zš 十 4zizz 十 aziza 一 4zazs 
的 秩 为 2, 求 它 的 规范 形 . 
1 = 次 — 
9. Ж A= | 一 2 2 1 B= (КЕ +A)’. 
= 0 0 


(1) 求 对 角 和 矩阵 A ,使 得 В SA 相似 ; 
(2) ЭА НИТ. В 是 正定 矩阵? 
10. ЖА уп WEEER WEH AHA” 十 34 一 仍 为 正定 矩阵 . 
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11. А 是 正定 矩阵 ,B 是 半 正 定 和 矩阵 . 则 АВ 的 特征 值 是 非 负 的 实数 . 
12. ЖА Hn 阶 实 和 矩阵 ,4 为 正 实数 , 记 B=AE-- ATA, HEB] В 是 正定 和 矩阵. 
13. п ЖЕЗ х ,xz，… ,x 满足 条 件 x?Axj 二 0(i 关 站 ,其 中 A E n [ЙЕЛ 
阵 , 证 明 向 量 组 xi ,xz ,… ,x 线性 无 关 . 
A @ 
м. аро, | 是 正定 矩阵 ,其 中 ABINA m MAn MIAE, С т Хп 
JERE. 


(1) 计算 PrDP, 其 中 P= [з j. 

0 E, 
(2) 利用 (1) 的 结果 判断 В CTA C 是 否 正定 ,并 证 明 你 的 结论 . 
15. 求 函数 


2 с абы 
Jm, y, z) = — += ass: йух (27 Бу? += 5 0) 


的 最 大 值 和 最 小 值 , 并 找 出 一 个 最 大 值 点 和 最 小 值 点 . 


сй 
— 

一 、 填 空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

1. ЖА 为 三 阶 和 矩阵 ,4x 王 0 有 非 零 解 , 且 14 十 下 | = |2A+E|=0, M| E+-3A| = . 

2. ША ШИКЕ А? 4А —5Е=0. НУН (ЕТА) х= 0 的 基础 解 系 只 含 一 
个 解 向 量 , 则 trA = 

3. ¿A 为 三 阶 正 交 和 矩阵 ,已 知人 8" =A, M] Ап-+Аь+Аһ= š 

4. Йй A HURK XF PK EE BE. 满足 A = 二 A, 且 其 正 、 负 惯性 指数 均 为 1, 则 
|A+2E|= К 

5. 已 知 实 二 次 型 =x Ax 经 过 正 交 变换 х= Оу 化 为 标准 形 一 六 十 2 , l| А? —2A2 — 
А-ЕЗЕ= š 

6. 设 f(ai stss £n) = (zi Баха) + (z: tarzi) ++ T (mz, tani) 为 实 二 次 型 ， 


Н а(ї=1,2,++,0)5ЗЕ И ааг, а, 满足 条 件 时 ,FFCzizz…yzae) 是 正定 
二 次 型 . 
二 、 单 选 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. DL HI n ЕА 的 一 个 特征 值 为 2, 则 ЗА Е 的 一 个 特征 值 为 гл 
(A) 7: (в) a © 一 于， (0) 3. 
2. HI ТАНЕ A 的 特征 值 为 0,1, 一 1, 则 下 列 结论 中 不 正确 的 是 【 1 


СА) 矩阵 4 是 不 可 逆 的 ; 

(B) 矩阵 4 的 主 对 角 元 素 之 和 为 0; 

(C) 1 和 一 1 所 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 ; 

(D) 方程 组 Ах =0 的 基础 解 系 由 一 个 向 量 组 成 . 

3. W ài À. 是 矩阵 4 的 两 个 相 异 特征 值 . 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 e@ ,ez Mla: A Ca Ha) 


单元 测验 人 


线性 无 关 的 充 要 条 件 是 гл 
(А) а =0; (В) à2=0; (С) А1320; (D) А2520. 
4. 已 知 实 二 次 型 /(ту,т» хз, ла) =21 11224323 22122.00 的 秩 为 2, 则 参数 1 的 
取 值 为 гл 
(A) 0; (В) 1; (C) 2; (D) 3. 
Í оо 
5. ЙЖА=|0 一 1 e sanman [ 1 
入 š 2 
1 1 
(A) —1 | (B) 1 | 
0 == 
1 =] 
(С) 1 ; (D) == | 
=j = i 
6. А,В 是” 阶 正定 矩阵 , 则 下 列 和 矩阵 不 是 正定 矩阵 的 是 [ 1 
(A) A+B `; (ВУД +A y 
(C) AB; (D) ATA+B"B. 
a = с =l 
三 、(10 分 ) 设 4=| 5 b rasa Ж A” 的 特征 向 量 , 求 
=e 0 —a 1 


a,b,c 及 4 "的 特征 向 量 @ 所 对 应 的 特征 值 . 
四 、(10 分 ) 设 4,B НЕ. Н А-В. = 1.4 =1 为 4 的 两 个 特征 值 ,| B- |= 


1 
zR 
— (А — ЗЕ)! 0 
0 в°+(—4 + B) | 

五 、(10 分 ) 已 知 二 次 型 f=xTAx 的 矩阵 4 中 各 行 元 之 和 均 为 3, 且 4B 一 0, 其 中 了 3 一 

1 1 3 
Е 0 —2 |, 求 正 交 变换 x 二 Qy ,将 二 次 型 了 化 为 标准 形 . 

Ü =i =] 


、(12 分 ) 已 知 线性 方程 组 


Tl 22 хз ， 
үн (a + 2)z=-+(a +1)t; =a + 3, 


21 222 ахз 3 


ЖЕЗ. На = (l.a,0)'.a —=(—a,1,0)T.,a.=(0,.0,a)" 是 矩阵 4 的 属于 特征 值 41 = 
І.А —2,Аз =—1 的 特征 向 量 . 求 : 

(1) А; 

(2) [A*t +2Е|. 
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七 、(12 分) 设 A 为 n МНИ... 是 ?2 维 非 零 列 向 量 , 且 Ае. =е.Аа: = 
@ ,A@, 1—@.A@, = 0. 

(1) 证 明 @ æ ,… ,@; 线性 无 关 ; 

(2) 求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 

J. (104) 设 4 为 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 A 可 道 的 充 要 条 件 是 存在 实 和 矩阵 B, 使 AB 十 
B74 正定 . 


(A) 


2. 设 4,B 是 两 个 相似 的 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 А 与 B 合同 . 

证 由 A 与 B 相 似 知 4 与 B 具 有 相同 的 特征 值 . 又 因 A,B 是 实 对 称 和 矩阵 , 故 存在 正 交 
EBE Qi, fE QT AQ, =А ,其 中 对 角 和 矩阵 & 的 主 对 角 元 是 4 的 全 部 特征 值 ; 存在 正 交 和 矩阵 Q: , 
使 0 BQ: =A .这 表明 А.В 都 与 & 合同 ,从 而 由 合同 的 对 称 性 和 传递 性 知 4 与 B 合同 . 

т. 设 实 二 次 型 

f (an , zz, zs) = тї + zš + х% + 2ахухз + 2zizs + 2Бләхз 
经 正 交 变换 化 成 标准 形 fO, ‚уз, уз) = у? T 2у%.Ж Ж Ж a.b. 
# 二 次 型 的 矩阵 为 


[1а 1 
А= |а 1 b 
Ll 8 1 
由 条 件 知 4 的 三 个 特征 值 为 0,1,2, 因 此 
о=|А| (b—a)}. 0=|Е-А | 2ab, 


解 得 a=b=0. 
11. 用 正 交 变换 法 、 配 方法 和 合同 初等 变换 法 化 二 次 型 
f = 2хї + 322 + 4z>zs + 323 
为 标准 形 和 规范 形 . 
解 (1) 正 交 变换 法 . 二 次 型 的 矩阵 为 


А= 


2 0 
0 3 
0 2 


容易 求 得 4 的 特征 值 为 A1 二 1,4s 二 2,X3 二 5, 故 用 正 交 变换 法 所 得 标准 形 为 f = у + 
2у%-Е5уз. 

Bin] Si Zk kE Eda ,得 规范 形 f= 21-22-23. 

(2) 配方 法 .经 过 配方 得 


取 可 逆 线 性 变换 


习题 选 解 人 


эз = лз» 
y2 = +2, 
Уз = T3» 
得 二 次 型 /的 标准 形 一 234 二 353 十 喜光 
Wen] gk Е 
zı = 2 


z2 =з [=+ аз), 


得 二 次 型 f RIJE f = 1 1-2 4-58. 
(3) 合同 初等 变换 法 . 对 二 次 型 的 矩阵 A 做 合同 初等 变换 


£ g 
my 07 = 
200 ёё ® 1% 
оз ө x, i 
оз 2 Z ADON. БИШЕ ИЩ 
„— 2 оп Š) 4 1 
[=- 0 5 3 | SC з= 3 Маў" i- 0 0 
Bd |їө 01.2. |10 öl x ` 
grol a| E |р 2 — 
0 1 一 二 йл, УЗ 15 
001 3 $ 
10 0 1 | ъ" 0 0 J3 
L 5 J 
ША 
l @ p 
10 ü 2 
2 1 д 
с = |01 ‚С 0 А 
š 3 е V3 V15 
00 1 
3 
0 0 _ 


因此 经 可 逆 线 性 变换 х= С, у 将 二 次 型 /化 为 标准 形 F= Hyi H yi, 经 可 着 线性 变换 
x 二 Czz 将 二 次 型 了 化 为 规范 形 f= zi Hts. 
13. 已 知 实 二 次 型 
Jf ay | zx zs) = 2хї + 3zš + 322 + 2azxz s (a > 0) 
经 正 交 变换 x=Qy 化 成 标准 形 f Су, у, уз) = yi 252 T 5yi Ж a 及 正 交 变换 矩阵 @. 
解 ” 实 二 次 型 的 矩阵 为 
200 
А= [ 3 |. 
0а 3 


ў жеж 二 次 型 


从 而 


1 一 六 = 一 和 一 一 
因为 a 二 0, 且 А 的 特征 值 为 1 二 1,hz 二 2,hs 二 5, 所 以 a 二 2. 
容易 求 得 A У РА =1.А4:=2,А: =5 的 特征 向 量 分 别 为 
p= W0- p= = 
上 述 三 个 向 量 已 经 两 两 正 交 , 只 需 单 位 化 ,得 


Ф = (0. ЖЕ) , @ = (1,0,0)7, в = (0 ==) š 

则 有 正 交 变 换 和 矩阵 CQ=[q， q: 9:1. 

15. 设 实 二 次 型 flt ,z2 z ) =5z1+5zš+czi—2z1iz=; Tj 6zizs —6zszs 的 秩 为 2. 

(1) 求 参 数 c 及 二 次 型 的 矩阵 的 特征 值 ; 

(2) 指出 方程 (ziyzzyzs) 一 ] 表示 何 种 曲面 . 

解 (1) 二 次 型 的 矩阵 为 

S =i 3 
=T 5 | 


8: =3 с 
H rank A=2 #1 |A| =0, 9 c=3. МАЕ А | =A — 4) (4 一 9), 求 得 A 的 特征 值 为 ): 一 
0,4: =4,4з=9. 

(2) 通过 正 交 变换 可 以 将 二 次 型 化 为 标准 形 /二 4yf 十 9yi, 故 /=1 为 椭圆 柱 面 . 

16. 已 知 三 元 实 二 次 型 xTAx 经 正 交 变换 化 为 2yf 一 yi 一 yi, 且 A'a =a ,其 中 @ 
(1,1, 一 1)7,4 "为 4 的 伴随 矩阵 , 求 此 二 次 型 的 表达 式 . 

# ”由 条 件 知 三 元 实 二 次 型 xTAx 的 矩阵 А 的 特征 值 为 1 二 2,Xz =A: =—1, M mi lAl 
2X( 一 1)X( 一 1)=2, 于 是 A* 的 特征 值 为 1, 一 2, 一 2. 

由 于 @ 是 4 "的 特征 值 1 对 应 的 特征 向 量 ,因此 @ 是 A 的 特征 值 2 对 应 的 特征 向 量 . 而 实 
对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 一 1 对 应 的 特征 向 量 B 王 (zi,zz,zs)7 必 与 @ 正 交 , 即 zi 十 zs 一 za 一 0， 
得 基础 解 系 B 一 (一 1,1,0)7,B:=(1,0,1)7. 记 P=[e 有 Bp:j: 则 


2 0 | 
=f |= 1 Ü 一 了 
== ' = ==} 0 


所 以 二 次 型 的 表达 式 为 /=2хлух,—2х\улхз—2х,ху. 
19. 设 实 二 次 型 F(zizzyzs) 一 a(zi 十 好 十 z3) 十 2zizz 十 2zizs 一 2zazzs。 
(1) Жа 取 何 值 时 ,二 次 型 /是 正定 的 ; 
(2) H a 取 何 值 时 ,二 次 型 了 是 负 定 的 . 
解 ” 实 二 次 型 了 的 矩阵 为 


Р. = 


А=Р 


. 


其 顺序 主子 式 为 


习题 选 解 


а 1 1 
a = . PN TEn =  .. кыы 
а, = а 1. 1 а 1| = а За — 2. 
l a 
L =l a 


A) 若 二 次 型 f 是 正定 的 , 则 a>0,a —1>0,a°—3a—2>0, HIE a>2; 

(2) 车 二 次 型 f 是 负 定 的 , 则 a<0,a?—1>0,a°—3a—2<0, FÆ а<—1. 

20. 对 任意 实数 4a,5 二 0, 试 证 : 

(1) 当 4,B 均 为 半 正 定时 ,ae4 十 0B 也 半 正 定 ; 

(2) ЩА.В 中 一 个 正定 、 另 一 个 半 正 定时 ,oa4A 十 0B 正定 . 

解 (1) 由 4,B 半 正定 可 知 ,a4 十 6B 为 实 对 称 和 矩阵 , 且 对 于 任何 维 实 向 量 x 取 0, 有 
хТАх 220, х'Вх220. АПН а.6220 6 х" (аА +В) х220. ад +В 也 半 正 定 . 

(2) 不 妨 设 A 正定 ,B 半 正 定 , 则 对 于 任何 n ЕЗЕШ х0. хтАх2>0, x" Bx>0, A 
№ x" CaA +bB)x>0. її aA bB ЭКЕ. ад +В 正定 . 

21. A Æ т Хп XER, RIEM >0 Hf, B=1E +AA 为 正定 矩阵 . 

Ж 易 知 B 为 n ИСКАНЕ. BIHER n EK x40, h 20 有 

xTBx = x" QE +ATA)x = їх'х-+ (Ax)'Ax = t || х |+ || Ax ||? >o, 

因此 B 为 正定 矩阵 . 

22. i n ЗОНА 满足 A? 一 64 十 4E 二 0, 证 明 А 为 正定 矩阵 ， 

解 设 4 为 4 的 任 一 特征 值 , 则 由 A? 一 64 十 4E 二 0 可 得 一 64 十 4 二 0, 解 得 和 1 二 3+ 
V5 ,或 4 二 3 一 V5 , 即 知 А 的 特征 值 为 正 数 . 而 4 又 是 实 对 称 和 矩阵, 因此 А 为 正定 矩阵 . 


(B) 


23. 设 实 二 次 型 /一 J, Саала H Hant) ФА = [ayjwxn, 证 明 二 次 型 了 的 秩 等 于 


rank A. 
# А у: =аһл ага + Баһх,(1<1<п), 

y Tl 
> ү T2 
Yn Tn 

从 而 
Ji Tı 

2 
фан | асада |, 

КА y, 


故 实 二 次 型 三 的 秩 等 于 rank АТА. 

又 因为 4 为 实 和 矩阵, 所 以 由 主教 材 中 例 4. 10 可 知 rank ATA=rank 4, 即 实 二 次 型 f 的 
秩 等 于 rank A. 

24. RA = [ау]. 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,rank А = n,A; 是 A 中 元 ay 的 代数 余子 式 


@ жож 二 次 型 


Gj =1,2, sn), {КЖ баа зазела) - 5А га Тат: 


(1) їх (ао оо) ГО оло оол) АН ЕЈ ЗЕЕ КШ f(x) 的 
EEJ A. 
(2) 二 次 型 g(x) =xTAx 与 /(x) 的 规范 形 是 否 相同 ? 说 明理 由 . 


解 (1) 由 于 
РЕР i А, j П ° A; ~ ss As z 
J (aw zs ss Za.) (> ГА go Jen і (> ГА [з jaa + HA А га) 
Ez! 
1 " п " Ре 
rl DAyz; S Azz; ii Ул] x 
i= jmi j= z 
Кл 
An Aa йа | 
( ) 1 Аз Аз Аш T2 
Ti19Z29 Z.) |TT 
1972 + TA | : 
Аһ Ах Ал zs 
因此 二 次 型 的 矩阵 为 
Аһ Аң sS Aa 
1 Ar Аз … Am 1 š a 
— =-——А' =A. 
A|| : : [А | 
А. Аһ == А 
(2) 由 于 实 二 次 型 ga) =x Ax 经 正 交 变换 可 化 为 标准 形 
= Ау ЕЕ Агу + Г T Ayk» 
和 为 4 的 特征 值 ,因此 ond SA 通过 正 交 变 换 可 化 为 标准 形 
1 z 1 22 .十 1 а 
атас кт. p” 


显然 实 二 次 型 /,g 具有 相同 的 正 、 负 惯性 指数 ,于 是 具有 相同 的 规范 形 . 
25. 设 四 元 二 次 型 f(xi ,zz z I Z) = xTAx ,其 中 
0 1 0 0 
1 Ü 
0 0 
0 Ú 
(1) EHER 4 的 一 个 特征 值 为 3, 求 y; 
(2) ЖЖ О.{# CAQ)TAQ ЭЧ ИЖИ. 
解 (1) 4 的 特征 多 项 式 为 
[АЕА | = (42 1) 042 — Gtt 1)+ 
由 4 二 3 是 A 的 特征 值 可 知 
(3 — 1) 032 —С24-:у)3--2у — 1) 0. 


о о 
А = 
$ 1 
1 2 


解 得 > 一 2. 


习题 选 解 & 


(2) 令 
1000 
вда 16199 
0054 
0045 


不 难 求 得 В ВНЕ A1 А =Аз = 1.44 =9.Д ЖТ TR VR Л BJ РЕ [| нЕ 
йз = (1,050,007, фа = CG0;1;0;0)"s 
Pa = (0ъ0»—1„1ў7» рз = (0,0,1,1)". 
这 四 个 向 量 已 经 两 两 正 交 ,只 需 单位 化 ,得 
m = 0 


1 l° 1 1 
gs (0.0, Бр)? PA COE 
取 Q=[q q q q.].MJ Q 为 正 交 和 矩阵 , 且 
(AQ)T(AQ) = diag(1,1,1,9). 
26. 设 实 二 次 型 f(zi,z; олз) =xTAx=axz1+2zx;—2zx1+2bzizs 06220), НЯ A 的 特 
征 值 之 和 为 1 ,特征 值 之 积 为 一 12. 
A)R a.b 的 值 ; 
(2) 利用 正 交 变换 将 二 次 型 /化 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 正 交 变换 的 矩阵 . 
解 d) 实 二 次 型 的 矩阵 为 
a 0 b 
A= [ 2 1 
b 0 一 2 


由 题 设 知 tr A=1,|A|=—12,BI# 
a 二 2 十 (一 2) =1, 2( 一 2 一 好 2) 195 
利用 5 二 0 可 解 得 а=1.0=2. 
(2) 不 难 求 得 А ПОЕНА = 3A: 5A 2.0 ТИК XH E KS ASF E Та Ht 
Pi = (01,05 — 2)", ра = (0,1,007, ра = (20.107, 
上 述 三 个 向 量 两 两 正 交 ,只 需 单位 化 ,得 


т 


qi E ‚0, A ， q: 00515007; аз = ( 9) в; 
Sin q p] MEZEM х= Оу 可 得 标准 形 f 315-252-253. 
27. А уп B EE EBE , HEB] fÉ fE ТЕЕ ЯН: В. A=B. 
解 МА ТЕАИ ñK A BJ Br di RIEA 22001 уп), HEEE 已 ,使 得 
A= Pdiag(Ai 22 s**t sAn) PT 
= Pdiag( yh was МА, )Р Pdiag( /hy . Aa "УА, АР: + 
令 B=Pdiag(V ,Vs ,…, А, )P TW B 的 正 惯性 指数 为 n, 即 B EEEE, H A= B°. 
28. ЖА m BEME. B у mX n KERERE: B AB 为 正定 矩阵 当 且 仅 当 rank B=n. 
Ж 易 知 B"AB J n WIERE. HH А 为 正定 矩阵 知 ,B74B 为 正定 矩阵 当 且 仅 当 对 
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任意 m А6] yZ0, 4 

y (B'AB)y = (Ву)ТА(Ву) > 0. 
上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 对 任意 El] r yZ0.# ByZ0.jX ХИ FK kE FE By=0 
RAFE. rank B=n. 

29. 设 A E n EEEE, В H n MEIRE ШЕНД. FE п MAE Р, P AP 
j PT BP JX ЖЖ. 

证 由 A 是 ЙГЕ ИЯРЕП. ff fE n Br n] 32 B E C i C ACE. її В УЗ: КАН 
阵 , 故 CTBC RYE EE. T hb ff fE n MEERE О.Ж Q'(CTBC)Q—A HX) fi H E. 
令 P=CO@O, 则 书 是 2 阶 可 逆 实 矩阵 , 且 

РТАР = (СО)ТА(СО) = О'(СТАС)0 = O70 = Е, 
PTBP = (СО)'В(СО) = Q'(CTBC)Q = Д . 
Ik t fE п АЕ Р. РТАР 与 PT BP 均 为 对 角 和 矩阵 . 

30. А = [а5 1„х„ ЛЕЕ Е о.е b, 为 非 零 实数 , 记 В = [ab], Е B у 

ТЕЛЕ Е. 


证 因为 
anbi axbibz … Ambibn 
абаб azb t аъфаб, 
ambnbi aabb,í + a, b 
bi ап аг … а, |} 
_ b; аз ат "~" аһ b; 
Bil la йа ** && b, 
所 以 由 А WEEER B 为 实 对 称 和 矩阵 ,并 且 В 的 & 阶 顺 序 主子 式 为 
b an аш … aw]|b 
b; ап qe * ax bz 
| B, |= 
bij] [|an ag ** амы b, 
an аш ал 


k 
аз аз ** аш Пе 
š : д і=1 


ап аш ° аы 
H T A 为 正定 矩阵 ,因此 4 的 A 阶 顺 序 主子 式 满足 


ап аг ал 


ам qe “*“* аы 


又 由 题 设 ,有 [ро > 0, AT B йо е 阶 顺 序 主子 式 满足 | 了 | >0,% В УЕ ЖЯ. 


习题 选 解 D 


31. ЖА Ул WEEEK. b 为 n 维 实 向 量 , 求 二 次 函数 


g(x) = Ax —b'x 


А = lm D= Qy Base yy "s 


的 最 小 值 . 
解 设 
则 
g(x) = 

因此 

Vg(x) 
即 Vg(x) 二 Ax 一 b, 并 且 

Vig(x) 


=L a;ziz; Y binis 
2 і=1ј=1 k=1 
Гдв(х) Уау = 
дх\ j=1 
Əg(x) š 
— | Əme |= Даш, — b: Р 
де(х) Ц 
L дж > ajz; — 6, 
ј=1 
[2° g(x) 53 À 
[ длх;дх; 18 ыы " 


令 Vg(x) 二 0, 得 g(x) 的 唯一 驻 点 xo 二 A b. Уа (хо) =A ЕА Е, i хо 是 
g(x) 的 唯一 极 小 值 点 ,从 而 хо 为 g(x) 的 唯一 最 小 值 点 ,最 小 值 为 


g(x0) 一 一 Tb'A b. 


期 末 考 试 


期 末 考 试题 (一 ) 


一 、 填 空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1 Ó 1 
0 2 0 
1 0 1 


, 且 正 整数 "之 2, 则 4" 一 24 一 :一 


1. 已 知 三 阶 和 矩阵 A= 


0 
2. 已 知 4 的 着 矩阵 4 一 | 3 , 则 (34") = 
5 

3. 已 知 四 阶 和 矩阵 A 和 B 的 列 向 量 组 分 别 为 el,ez ,es,e В anana n Н \|А|=4, 
IB|=1,MJ| A+ B| = 


4. Ж А=[а» ]зхз ЛЕЗ Е, H b= (1,0,0), ал =1, M] Ах=Ь ЖД —4- ft JE 
Ер MJ Н{ХО А 时 ,A 一 AE 为 


正定 矩阵 . 
6. 线性 空间 V 一 {4AER" "|4 为 反对 称 和 矩阵 } 的 维 数 为 
二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


0 2 
1 0 
2 0 


1 йл=[| Sefi ，] ,4 与 B 可 交换 的 充 要 条 件 是 [1 
£ 8 2 b 

(А) a=b— 1; (В) a=b+1; (C) a=b; (D) a=2b. 

2. i п MIEREA 满足 4 一 0, 则 [ 1 

(A) Е-А Жай ,ЕТА Жир; (В) E 一 A HJ iğ. E+A 不 可 道 ; 

(С) E 一 A 不可逆,E 十 4 可 逆 ; (D) E 一 A 可逆,E 十 4 n] ji. 


3. А.В HJJ m X n Ж, 26 E КАЧИ. 
Ф ж Ах = 0 的 解 均 是 Bx= 0 的 解 . 则 rank 4 三 rank B; 
© 若 rank 4 三 rank В.Ш Ax=0 的 解 均 是 Вх=0 的 解 ; 
О # Ax=0 与 Bx=0 同 解 , 则 rank 4 一 rank B; 
@ 若 rank 4 一 rank В.Ш Ax=0 5 Bx=0 8]. 
则 上 述 命题 正确 的 是 [ 1] 


а 


(А) 0O; (p) 00; (C) @@; (D) @@. 
4. 设 zz 二 2) 阶 可 逆 和 矩阵 A НУТ ЕРШ E J A ` , 互 换 А 的 第 一 行 与 第 二 行 得 到 矩阵 好， 
则 гл 
(А) 互 换 4" 的 第 一 列 与 第 二 列 得 到 B”; 
(B) 互 换 A" 的 第 一 行 与 第 二 行 得 到 B*; 
(C) EK A 的 第 一 列 与 第 二 列 得 到 一 B”; 
(D) 互 换 A" 的 第 一 行 与 第 二 行 得 到 一 B". 
5. BAR p EEF KRENE Ах =Ь 的 两 个 不 同 解 ,@1 .是 对 应 的 齐 次 线性 方程 
组 Ax 二 0 的 基础 解 系 ,&1,kz 为 任意 常数 , 则 Ах — b 的 通 解 必 是 É 31 
(Ant (t e) тт, (В) h @ А. + 
' g ү 2 
(С) ki @ Hke (ар арг) 1 2" ; (0) А 和 
6. ЕЖА Е. В. rank(3E 一 4) 二 2, 则 4 二 3 是 A 的 гл 
СА) 一 重 特征 值 ; (B) 二 重 特征 值 ; 
(С) & 重 特征 值 ,A 之 2; (D) & 重 特征 值 ,人 委 2. 
三 、(10 分 ) 计算 n 阶 行列 式 
1 2 3 п 
a 1 2 n—1 
[А |= |х а 1 п — 82 
z£ © # 1 
1 1 一 1 
四 、(10 分) 设 4=| 一 1 1 1|,A" X=A 7 +2X, REE X. 
1 —1 1 
五 、(10 分 ) 已 知 齐 次 方程 组 ( 工 ) 的 基础 解 系 为 
1 3 
一 1 
а 一 5 єє — 1 а: 一 
7 7 20 
FHEA ( ll ) 的 基础 解 系 为 
1 1 
4 —3 
B=], b= ， 
1 ? 


WRAHA OMO) hyat fie. 


Z. 1042) р.р DAE п MERA 对 应 于 特征 值 41,4s KIA ME E BE A A2 HE 


明 р. tp 必 不 是 4 的 特征 向 量 . 
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EUD ÉE 


1 2 1 
а+1 2а —2 


试问 当 a 为 何 值 时 ,向 量 组 a ae а 与 向 量 组 Ё.Ё:.В3 1017 当 a 为 何 值 时 ,向 量 组 ai as. 
@ 与 向 量 组 В: В: ,B: 不 等 价 ? 
As айу 忆 知 三 次 型 
Jf (ai z Í zs) = ах? + ах? + 6zš + 8212: — 4zizs + 1хехз (a > 0) 
通过 正 交 变换 可 以 化 为 标准 形 7yi 十 7y2 一 2y3. 求 参数 a 及 所 用 的 正 交 变换 . 


期 末 考 试题 (二 ) 


一 、 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
‚ ЖЖ Qe. 是 Euclid 空间 的 标准 正 交 基 , 则 向 量 2@1 一 @: + 3 es 的 长 度 为 


а д t 
3 yZ гї 
2. Ж А= |а b HEZE M а= 
总 A T 
3 jJ 3/2 


3. 若 实 二 次 型 F(zi,zzyzs) 一 zi 十 2Azizrz 一 2zizs 十 4 好 十 4zzzs 十 4z 为 正定 二 次 型 ， 
MU À 的 取 值 范围 为 

4. BA а аг 是 非 齐 次 方程 组 Asxsx 一 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 且 rank A 二 2. 若 @ = 
ка. 十 /&: 是 方程 组 Ax =b 的 通 解 , 则 常数 k,l 须 满足 关系 式 

5. п ЭКЕА 满足 4? 十 24 一 3E 二 0, 且 4 二 1 是 А 的 一 重 特征 值 , 则 行列 式 
14 十 2 五 | 一 

6. ТҮТҮГҮ 的 每 一 行 元 之 和 都 等 于 常数 < 和 0, 则 4 一 的 每 一 行 元 之 和 


为 А 

二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

1. ЖА Hn Е.А 的 第 二 行 乘 以 2 得 到 矩阵 В.Ш 【 ] 

(A) 4 一 的 第 二 行 乘 以 2 A B; (В) 4 一 的 第 二 列 乘 以 2 В; 

(O 4-: 的 第 二 行 乘 以 二 为 有 -1 (D) 4 一 的 第 二 列 乘 以 方 为 B. 

2. 设 向 量 组 @i a ,@; 线性 无 关 ,e@: ,@; a 线性 相关 ,以 下 命题 中 错误 的 是 [ 1 

(A) а ВЕ а a: ,e@ 线性 表示 ; (B) ас 不 能 被 el a: а: 线性 表示 ; 

(C) æ 能 被 el ,ez ,es 线性 表示 ; (D) а.а: ,es a, 线性 相关 . 

3. RA = [asjsxr; 则 二 次 型 FCzayzz，…zo) a Harrr + +H anta)” WAE 
阵 为 【 1 

(A) А; (B) А?; (С) АТА; (D) AA". 

4. 设 A.B EJ Ur ЕЕ. Н. rank A 二 4,rank B=3.A 和 B WEBERA A*A В”. 
rank(A* В") L l 

(А) 1; (В) 2; СО) 3; (D) 4. 

5. Ве ,es ,es а: 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 下 面向 量 组 中 为 V 的 基 的 是 【 1 

(А) а aa а.а Ca :ae a: (В) а aa aa aa e: 

(С а те. aa а. -а: ai: (D) а aa а-а. aa a. 


6. 设 三 阶 和 矩阵 4 的 三 个 特征 值 为 1: 一 0. Аг 3, hs 三 一 6, 对 应 于 ,hz 的 特征 向 量 分 
ЖЖ pi—=0(1,0,—1)",p = (2,1,1), Д] p=pi tpi 应 当 гл 
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CA) ЖУТА 0 的 特征 向 量 ; (B) 是 对 应 于 hs 二 3 的 特征 向 量 ; 
(C) 是 对 应 于 hs 二 一 6 的 特征 向 量 ; (D) 不 是 4 的 特征 向 量 . 
三 、(10 分 ) 计算 阶 行列 式 


1 2 — п — 1 та 
1 2 æ би 1) ta n 
D = š 3 8 Я 
1 Г = #1 п 
1-20 2 e. #— 1 n 
其 中 r#0,i=1,2, ,n. 
101 
四 、(10 分 ) #А=| 0 2 0 | 满足 关系 式 42B 一 4 一 了 一 已, 试 求 矩 阵 B. 
-g 0 1 
五 、(10 分 ) 判定 向 量 组 
1 27 1 4 =$ 
1 ==] 3 一 多 =1 
ес ë |" Ес 1 |" теа “o 5 | Е — 5 
3 1 5 7 B 


的 线性 相关 性 , 求 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 线性 无 关 组 线性 表示 . 
|" 805—203: =й 
xı 4а: Базз =, а,Ь HOB (8 BF. Jr ТЕН 3 8 A 
а 十 3zs 一 5， 
唯一 解 、 有 无 穷 多 解 ” 在 有 无 穷 多 解 时 求 出 其 通 解 . 

七 、(12 分 ) 将 实 二 次 型 F(zi,zzyzs) 王 2zizz 十 2zazs 十 2zszl 用 正 交 变换 化 为 标准 
形 , 并 写 出 所 用 的 正 交 变换 . 

J. (12 分 ) 设 A 是 mXn 实 和 矩阵 ,8 天 0 是 m 维 实 列 向 量 , 证 明 : 

(1) rank A=rank(ATA); 

(2) 线性 方程 组 4I4x 一 4I 有 有 解 . 


六 、(10 分 ) 设 线性 方程 组 为 


期 未 考试 题 (三 ) 


一 、 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


—1 2 —3 
1 ëD= 1 2 0|.Ш М, Аз 一 Ma 一 
—13 2 
2. a= [2 MEZEA 皆 为 可 道 矩 阵 , 则 AT = 
2i © 
3. ЖА= а wg sn HIER ZO Д 4" 一 
оо —1 2 — 
0 0 一 2 4 
4. 已 知 向 量 空 间 V={(2a,25,36,3a) |a,bER}, 则 V 的 维 数 是 К 
—2 1 ц 
5. ВЯЖШЕА= | 0 2 中 的 特征 值 2 的 几何 重 数 是 
—4 1 3 


6. 实 二 次 型 f(zisxzyX3) 二 2X1X2 22123 1202203 的 秩 为 
二 、 单 选 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


1. 在 四 阶 行列 式 det[a; ] 的 展开 式 中 含有 因子 aa 的 项 共有 гл 

(A) 4 项 ; (B) 6 项 ; (C) 8 项 ; (D) 10 项 . 

2. 设 4, 中 是 ，” 阶 矩阵 , 且 了 如 的 第 7 列 元 素 全 为 零 , 则 下 列 结论 正确 的 是 【 1 

(A) AB 的 第 j 列 元 全 等 于 零 ; (B) АВ 的 第 j 行 元 全 等 于 零 ; 

(C) BA 的 第 j 列 元 全 等 于 零 ; (D) BA 的 第 j 行 元 全 等 于 零 . 

3. ÉZ n Elit Hav ,ez ,es а: ,es 的 秩 为 3. 量 满足 @i 十 2@; 一 3 а; 一 0.@; 一 2@. 则 该 向 量 
组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 гл 

(А) aaa: (B) a aa: 

(C) e 5 (D) a asas. 

4. А.В уп ИРЕ Е КИЯ. 

ФА УВ 等 价 ; © A 5 B 相似; © А.В 的 行 向 量 组 等 价 . 

下 列 命题 正确 的 是 【 1 

(A) 0>0>0; (B) ©>0>0; 

(C) @>@=Ф@; (D) 以 上 结论 均 不 正确 . 

5. 设 和 矩阵 A~B,C~D, W) F jar Eš ТЕ tà Bj kt: [ l 

(A) A+B—C+D; (В) A—B—C—D; 

(C) 42 В?; (D) AB—CD. 

6. ШЖ А 为 反对 称 和 矩阵 ,那么 B= (E—A)(E+A) !— 5 [ 1 

(A) 反对 称 和 矩阵 ; (B) 正 交 和 矩阵; 


(C) 对 称 和 矩阵 ; (D) xH E E£. 
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三 、(10 分 ) „Иб 


1 1 
—1 y j 
D, = = 
ї 1 
—1 1 
证 明 

nH nH 
D. 21055) (>) ] 

pi + 1 1 

I Ü i 1 
Д, 1042 R n EEAS] 1 0 … 1| 的 逆 . 

їй 1 0 


五 、(10 分 ) 求解 非 齐 次 线性 方程 组 
2zi 十 3zz 十 za = 4, 
3xı+ 822— 2x: = 13, 


4xı— x: 十 9zs 一 一 6， 


xı 一 2zz 十 4zs 一 一 5. 


六 、(10 分 ) 设 4,B 为 三 阶 矩 阵 ,4 相似 于 了 Bi 一 一 1 一 1 为 4 的 两 个 特征 值 ， 
[B= |= RIAR 
— (А — 3E)” 0 


0 B’ +(—- В) 
七 、(12 分 ) жЖ—1 тй ЕЛЕ * 一 Py ,将 二 次 型 了 化 成 二 次 型 g ,其 中 
f = 2хї + 9zš + 325 十 8zizz 一 4zizs 一 10zazsy 
g = 2yi + 355 + буз — 4yiyz 一 4yiys 十 8yzys. 
JA. (122) ЖА En MER HEB] 4 一 已 的 充 要 条 件 是 
rank(E — А) + rank(E + A) = n. 


期 未 考试 题 (四 ) 


一 、 填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1 k 一 2 
1. ЖА=|1 2 0|, 行 列 式 |34| 王 27, 则 参数 k= 
1 1 一 3 
111 
2. 和 矩阵 | 0 1 2 
—1 0 0 


3. 设 4 是 正 负 惯 性 指数 均 为 1 的 三 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 满 足 | 五 +A4|=| 开 一 人 | 一 0,， 则 行 
#JzC|2E+3A| = š 

4. 已 知 二 次 型 /(лї,хлзә,хз) =алї +325 4 325 + 2Ьхзхз 可 通过 正 交 变换 化 成 标准 形 
/=у+2у%+Е5уз, M| ab? = 


s emast | Jaf 1) [0 O. 5 B 980888. 


3 2 ==). 1 0 À? 
IB” |= о 
6. 若 向 量 组 @i = (3,2,0,1)7,@ = (3.0,4,0)7,@ 一 (1, 一 2,4, 一 1)7 线性 相关 , 则 
л= š 
二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. п MEEA В.С 20 АВС= Е, [ 1] 
(A) BAC=E; (B) B=C'!'A-!; (С) BCA=E; (D) CBA=E. 
2. ita ,@; 和 pi ,B: 是 向 量 空间 R? 的 两 个 基 , 且 fp， ЕС 2а: В: Зза Ра We» 
В: Fla а 的 过 渡 和 矩阵 是 [ 1 
0 一 4 1 =$ 
(A) [ } (B) [ | 
1 —6 2 —5 
5 2 1 ë 
СС) [ |: (D) [ Í. 
x ==] 2 5 
3. Йа\=(1.0.,0,0)7,@&=(2,—1,1,—1)7,@ =(0,1,—1,а)7.@ = (3, —2,b,—2)", 
已 知 B 不 能 由 @1 ,ez a, 线性 表示 , 则 гл 
(А) 0 一 2; (B) 552; (О) а=1; (D) a=1. 
4. ЖА 是 三 阶 和 矩阵 ,14| 二 一 4, 且 А -А=2Е. ДА ЕВА "的 特征 值 为 【 了】 了 
(A) —2,—2,4; (В) —2,4,4; СОЈ 28 A, 
5. 下 列 4 个 矩阵 中 ,正定 矩阵 是 【 1 
19 @ —9 2 0 
(А) |2 4 ol; o| 2 —6 oh: 
0 0 10 б ü =Ü 


—3 4 0 6 2 0 
(C) | 4 3 中 (D) ? 9 中 
0 Ó 一 6 0 0 5 
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6. Аа Га е аз el], 和 一 (一 2.0,1.0)7, 龟 一 (1,0,0,1)7 为 齐 次 线性 方程 组 
Ах=0 的 基础 解 系 ,外 是 4 的 属于 特征 值 2 的 特征 向 量 , 则 以 下 命题 中 错误 的 是 [ 1 


(A) в.е 线性 无 关 ; (В) ez ,es 线性 无 关 ; 
СС) а-а g REEK: D) & -Eg REER. 
三 、(10 分 ) 计算 nn 阶 行列 式 
1 十 zl 1 十 好 … 1 十 好 
D= 1 十 zz 1422 … 1+4% 


1-4-4 SS se T+ 
、(10 分 ) 求解 非 齐 次 线性 方程 组 
| + 区 一 at = 


局 


За 3-4-3 = 4, 
ху ёж 一 3zs +5z, =— 2. 
五 、(10 分) їй п ҖЕ ЖИЙ ша a. a, ERa Aa S= 0GA) АТА k n B: 
正定 和 矩阵, 证明 向 量 组 el а. а 线性 无 关 . 


1 @ Ü 
六 、(10 分 ) ВЕНЕ А |0 2 0| REENE АХЛ-+Е=А?-+Х. 
1 6 1 
1 2 3 
+.G24 #Ж=ЙИ#А=[@ e е.а 0 E Я АВ=0.В= | 一 1 2 | 
k 4 6 


试 根据 & 的 不 同 取 值 求 @1 a аз 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 线性 无 关 组 
八 、(12 分 ) 已 知 三 元 二 次 型 xTr4Ax 经 正 交 变换 化 为 2 站 一 光一 浊 , 和 矩阵 再 满足 方程 
IE ) [Ку = 2AB +4E, 


H A*a =a ,其 中 @ 一 (1,1, 一 1)7, 求 二 次 型 xTBx 的 表达 式 . 


同步 练习 参考 解答 


第 1 = 

1. 填空 题 

(1) z=2,z==0,zs=—2; (2) 1s (3) 4; (4) 0; (5)—5. 

2. a 二 1, 三 条 直线 交 于 点 (2,1). 

3. (1) 方程 组 有 唯一 解 : zi 一 2,x2 一 0,x3 王 一 1; 

(2) 方程 组 的 通 解 为 x1 二 x 十 4,xz 二 zs 十 3,X3 二 TX3 ,TX4 3, 其 中 zs 为 任意 数 . 

4. (1) 方程 组 的 通 解 为 zi 一 3zs 一 4ziyzz 一 一 2zs 十 3zi,zs 一 Zavzi 一 Zi 其 中 sz 
为 任意 数 . 

(2) 方程 组 的 通 解 为 x1 823 720,0: 60: 5223 23,240, хз, 为 任 

5. 对 方程 组 做 初等 变换 : 


ах\ Xz zy= 0, x + bze + z |= 0, 
| 21 bx: х= 0,— | bz; = 0, 
жї 2022 zs = 0. (1 一 a0)za + (1—а)аз = 0. 


(1) 4 p=0 时 ,方程 组 有 非 零 解 


wi = — 213, 


хз =(a— 1)хз, 


(2) 当 a=1 时 ,方程 组 有 非 零 解 


= Жы 2 
1 хз 为 任意 数 . 


z+ 一 0, 


6. 对 方程 组 做 初等 变换 : 


TT Q хз} T=0, Xl 十 z+ tyt 24=0, 
22 2хз+2х,=1, xt 2хз+ 2х,=1, 
2.163 —а)лә аЬ, ~ (а—1)х» =1—b, 
3211222 хз+ах‹ 1, (а — 1) 23 =0. 
(1) "í aZ1 时 ,方程 组 有 唯一 解 
2 十 2 一 2 Е 二 4 一 2 十 3 &—1 РЕГ 7 


1—а ia 1—а 1-а’ 
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(2) 4 a=1,bZ1 时 ,方程 组 无 解 . 
G) 当 a==1,6 二 1 时 ,方程 组 可 化 为 


tit as аз =0; Wy — öp ü= l; 
| 2z 十 2zs 十 2z4 = х-Е2лхз-Ҥ2ха=1, 
则 方程 组 的 通 解 为 
21 = э al; 
хз =— 223—20441, nsz 为 任意 数 . 
T3 = Дз, 
4 = 249 
Т. 由 题 意 ,得 方程 组 
21 — бхз =0, 
22. —1223 =0, 
2zi+ zz 一 6хз—2х,=0. 
用 消 元 法 得 方程 组 的 通 解 
xı =623, 
2 一 6zs， 
T3 为 任意 数 . 
3 一 T3» 
24 一 67s 
因此 配 平 的 化 学 方程 式 为 
6СО» + 6H,O == C; Hi: O; + 602. 
第 2 = 
1. 填空 题 
з Ü 0 
С) ЕА); 02) |0 3 0 |; 
0 0 —1 
0 о g 1 
(з [АЗ o о, o| и z|, 
о B` 0 а “= 
C5) 3; «6)1, (7) —3+ (8)1, (9) 2; (10) 3. 
2. 单 选 题 
(yC; (2) D; (Cs (4) А; (yD; (6) С; 
(7) А; (8) D; (D; (10) В. 
3. 因为 
ВС= (Е – АТА) (Е +2 АТА) 
= Е +2 АТА – АТА — 2 ATAATA 


= Е 


РАТА —2 АТ(ААТ)А, 


同步 练习 参考 解答 人 


ТАА". ВС=Е. 


4. Е в=|“ ва 可 交换 , 即 


ls ale sb ala st 


从 而 
(а = а + ЗЬ, 
|а ай, 
За + 2с = c+ 34, 
30+ 24 = 24, 


解 得 6 二 0,c 二 3(d 一 a) ,于 是 与 4 可 交换 的 矩阵 为 


-| o g) od ERB. 


5. ЊА?=А, 15 4 A? —4A+E=E, R (E—2A)' =E, FFV Е—2А пуй. 
A 3 2 0 
' MMM 


0 A; 5 2 2 
ti aG ai oh as 


а= [2 26 2-1 2] а-г e ә ы 
“o е ШЖ 3 з 2] “—* le 22192 z 2* 2*1' 


6. 将 公分 块 为 人 一 | МЕЕ 


所 以 
5 о о Ó 
А i" МЕ о 5, о о 
А 
0 А: 0 0 2 ü 
o фо 2 g 
7. 因为 


ей і 4 
ee =й | 
= ë Š 
而 Pre 一 (一 1,1,1)( 一 1,1, 一 2)7 一 0, 于 是 (epT) "一 0(z 壹 2) ,所 以 


1—% n n 
А" ‹(Е-+аВ n" = ЕЈ Ce | п 1=0 = 
—2n 2n I-+2n 
8. 由 已 知 条 件 得 rank 4 二 3, 故 А уп. ЈЕ AB 二 A 一 E, 从 而 
B = A` (4? — E) = А—А^'. 


ï =i 2-0 0 2 1 
плева |o 1 ;所 以 B 二 |0 0 | 
б ü =i 00 0 


人 同步 练习 参考 解答 


9. (1) 因 24 'B=B—4E,ñk В—2А 'B=4E, Bl! 
ААВ — pA B= 4Е, 


(А — 2Е) š TAB =E, 


1 


4 
还 可 以 这 样 做 : Н 2А 'В=В—4Е.45 28=АВ— 4А, ШКА —2Е)В= 4А, Fi 


1 
4 


故 A 一 2E 可 逆 , 且 (A 一 2E) !=—A 'B. 


(А – 2Е) • —ВА = E, 


故 A 一 2E Ий, НСА 20) = ВА. О КА. 


(2) H 2А: В=В—1Е. Я 2B=AB—4A=A(B—4E) ,于 是 
А = 2B (В — 4E) ?. 


不 难 求 得 
1 1 
а мч 9 
| 1 3 
(B—4E) 8 8 Ü is 
1 
0 0 > 
因此 
0 2 0 
Å= Е — 1 0 
0 0 一 2 
1 1 1 1 0 £ 1 1 1 0 
0 1 2 Ё 1 0 1 2 РА 1 
10. А= = 
Ө =] 2—3 =} b 0 0 а—1 0 b+1 
š 2 1 @ 一 全 0 0 0 | | 0 


从 而 当 a=1,6== 一 1 时 ,rank 4 一 2. 
11. 对 方程 组 的 增 广 矩阵 进行 行 初等 变换 ,得 


L 3 1 1 Іа L 0 a В a 
01 2 2 6 b 0 1 2 2 6 b 
s2 1 1 —8 0 7 0 0 0 0 0 b — За 
54 3 3 —1 2 0 0 0 0 0 0 十 2 一 5a 


+ 


| b—3a= 0, 
tasai 


同步 练习 参考 解答 а 


解 得 a 二 1,0 二 3. 从 而 当天 1 R 0523 时 ,方程 组 无 解 ; "4 a=1 H 5=3 时 ,方程 组 有 无 穷 多 


组 解 , 原 方程 组 的 通 解 表达 式 为 
1 1 5] a 
= =й =ë 3 
x=hbh| 1|+k:| Oļ+k:| 0| 十 | 0|, А.А, HERK. 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
12， 由 外 是 方程 组 4x 一 的 一 个 解 .可 知 а = с. 做 初等 行 变换 ,得 
ВЕТРА 20 =z 1 =] 
ЖИН 2 š i 
igei öö 1-а dg 1-а 
D азар, 
20 —2 1 -1 тт ь # 
1 1 
a p 93 #1 l|. |@ 3 =y =>|. 
1 1 
«п id 1. L 1 
2 2 001 + + 
于 是 方程 组 Ax 二 b 的 通 解 为 
2 1 
1| |= 
= Ë |1 + 1° k 为 任意 数 . 
2] |—1 
(2) а= 有 
Ë Т О У 
20-2 1 —1 1 0 一 1 十 一 二 
[A b]— |0 1 g -I 1 | 一 1 3 1 1 
pa оо 02) [у оо ° 
此 时 方程 组 Ar 一 六 的 通 解 为 
1 11 
—8 a|. |\=1 
zx 一 所 | Оо А е, 
0 —2] 1-1) 
第 3 章 


1. 填空 题 


(D —7; КАЎ As (3)81; w 54, (5) 3*; (6) 1; (7) 3; 


@ 同步 练习 参考 解答 


s Ж. 
5 一 1 4 2 4 
(8) =L. (9) | 一 名 2 0|; (10) к= a 0 
8” H 2 z 
=l 0 1 _1 o ï 
4 4 
2. 单 选 题 
(1) Ds 02) De 6D: (4) De (5) В; (6) В; 
(7) С; (8) D; (9) А; (10) В. 
1 =V y z l z y zx 
&—#£ &ë—y &— 
0 &—£ @—y == l Ge a а 
8. ОП) |b—z ру b=z|= 
Ü bs b—y b~z 1 ó b b 
e—a ey ç 
Ü e~ tj te ! 2 Е 2 
1 2 g—& 六 
1 ё 
1 а 0 
= =(у—х)|1 b =0. 
1 b 0 0 
1 g 
1 е 0 0 
аё ab б ab ab—b Б? 
(2) |2a atb 2b 2a—2b a—b 2b 
1 1 1 0 0 1 
(a+b)(a—b) bla—b) a+b b 
= =(a—b)° =(a—b)°, 
2(a—b) a—B 2 1 
1 一 六 1 г—1] © =] 1 —1 
Р 1 =й зї =ї| ја =1 аР = 
“| 要 же 1 一 1 а 2—1 1 = 
a л 3 ka: а ml 1 =i 
1 =l 1 #—1 l ü 10 @ 
_ „| = жї =й 1 0а 0 
= =# 
1 æ] 1 —1 1.2 Q Ü 
f ==] 1 = 1 0 @ O 
5. 设 n 为 奇数 ,A 二 [ai ]28 n B ЁК E, MI 
0 az азз =. Ai О =й —@y => —@ф 
— ар 0 азз ++ ам а 0 — аз ** —а@ь 
[А [= |—as 一 azs 0 ° as|= as “as 0 к» =s 
=з — ањ йы ° 0 Qin азм аы *" 0 
0 аг ааз R Qin 
а: 0 a23 м аз 
== 1 |—i üa 0 ++ as | 一 一 | 4 |. 


同步 练习 参考 解答 


从 而 14| 三 0. 
6. (1) 行列 式 按 第 一 列 展开 ,得 
а 1 0 * 0 0 
0 a 1 = 0 0 
0 0 0 = a 1 
ir 0 0 0 а 
а 1 1 0 
=а| ` , ес с А 
1 ` 
0 а а і 
= а" 1. 
Б йш = ¿ZQ r дг = ж 


(3) 

Жылу mapa = Жї}! ` ` ` ` 
0 Lati Tata +. Е 

l x а: сол, 1+)>)z x ж с ох, 

= l @ < W a š: 
0 1 0 = 0 
=|—z 0 1 … 0 
s: Ў 2 0 0 1 = @ 


& 同步 练习 参考 解答 


a < 85 r a s 2 ж 
3 й=-ї & 0 十 y a, * £ 
(4) ”р.Сх,у)= | š š : z |= $ 8 š 
y y йз х 0 十 y y * аз zx 
y а 0+y У y a 
à y #& 2 # y & & g 
0 an-ı £ & $ a * z Ж 
= = «а t É 
y аг = У У Ы аг T 
y у а у у s Š d 
1 а x 
1 а 25 
= (а, — у) Ю,-1(х,у) +у| : : 
1 y . a 2# 
1 y y a 
1 0 
1. apima 
=(a,—y)D,(z,y)+y| : 
1 ya = = 0 
1 jme ч yR йз Ë 


nl 


= (а, — D(z,y) +y [| ai—z), 
i=1 


HJ 


= 
D,(z,y) = (а„— у) рабу) + у]][(аа—х), 
i=1 
因为 D, (х,у) =D, (у, х). 
mi 


Ю,(х,у) = (a, — x)Drı (z=,y) +a П, — y), 
i=l 


由 上 两 式 消 去 D,-1(x,y) ,得 
y[[ ==) ofi — ği} 


D,(xz, y) mi 


J-F 

Т. 因为 4* =[A; ]зх: =La; lxs =A". И |А" | = |АТ|=|А|. Х|А* |= |A|2,šk |A|2—= 

ЈА, |А|С|А|—1)=0,[ ИЖ |А|=0 |A| =1. H anZ0 有 
| А |? = an An + аһ Az + аз Аз = ah + а%-Еа 5 0, 

ААЙ А |520,8 А пй, Н |А|=1. 

8. У 1А,1= 12а 38 71 一 6l@e В у =61А, | 一 12: 所 以 有 
0 A, A 0 
As 0 0 A, 


[А ПА. [=— 24. 


同步 练习 参考 解答 @ 


9. HE #IOI,|A|=4,BA*X=A '+2X {8(А° —2E)X=A ` , B} 


110 
Х = (4Е 24) у QF А) ин | 
101 


-1 да 1, = РРР 
10. 由 |A "| 2 得 |4| z: ХА [АТА „Bp 
1—1 23 
0 1 —1 1 
à ajaaa 
@|1 ñ 0 3 
о j =й ë 
所 以 
Ar + 2Азм — Аа р [0+ 2С 2) — 3] 3 > 


11. (1) 对 分 块 矩 阵 B 做 分 块 倍加 行 变 换 将 其 化 为 分 块 上 三 角 和 矩阵 : 


We [> ? )- h А, 


上 式 两 边 取 行列 式 ,得 
ІВ |=—а АВІА |. 
(2) 显然 
А В| |А 0 КОНЕ! 
Icl= | |: Е "| |В|+Е|А|= (一 er42p)141， 


H |A|0 知 |C| 天 0 ЧАА ia ATB Ak. BI CTA НАХ aA 856. 
第 4 = 


(1) —4; (2) a—b2Z2; (3) abc 天 0; (4) А 8; O 


3 2 1 
(6) 6; (7) 到 Co 一 Di (8) Е 一 1 || 
=j =й 0 

(9) 1; (10) (0,0,0)', 

2. 单 选 题 

OD (0) А; (39) р; ЧУА; (5) В; (6) В; (В; 

(8) В; 09) С; (10) А. 

3. (1) 线性 相关 ; (2) 线性 无 关 . 

4. 5 А=[а ee@], 对 4 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 矩阵 ,得 
ї 8—1 1 10 
0-2 1 0 —2 1 
5 з 1| [0 оо 
p-d 8 0 оо 


Ф 同步 练习 参考 解答 


则 向 量 组 @i ,ez ,@ 的 秩 为 2,ei a: 是 el ,ez ,es 的 一 个 极 大 无 关 组 ,ez 一 el 一 2 as. 

5. 因为 Ів æ аз 1 404—1) 0—9), И 

(1) %A=—1 9 0 sÉ 9 Н.а aa 线性 相关 ; 

(2) 492 —1.0,9 Н.а ,ez ,es 线性 无 关 . 

6. (1) ЖУРЕ. Æ K A Wie е … aS В: … DB. JK ,从 而 向 量 组 
ææ an 5 В..В:.--- Ba E. FEH ae an 线性 无 关 可 推出 8 .pp 也 线性 
жж. 

DEHE. S ASe е … a] BSL В: … В. 1. Бн а.а. a, 线性 无 
关 可 推出 B1,B: ,… Bn REEK M| rank А =гапк B= m. В=АК 知 ,rank B< rank K, 因 
此 rank K= т.і K пу уй. 

(2) # K 可 道 , 则 向 量 组 а.е. а, 5 В. .В:.--- :BB 等 价 ,从 而 由 0.8... p. TE 
关 可 推出 @ ,ez ,… са, 线性 无 关 . 


(3) # т=п. А,В 都 是 方 阵 ,于 是 |B| 二 |A||K|. 当 Bope B. RER Id H | B| Z 
ОИ Т ТЕТЯ 
бей ао |Ë f s= и 
т. (1) ГА &1=|—1 1 + жа & Ae 
0 一 4 —2 一 2 з а 
00 о о 
从 而 方程 组 Ax =@ 的 通 解 为 
гат га 
2 2 
E= ki |i + 还. ki 为 任意 数 
2 
Loi oj 
由 
2 20-1 [1 10 -4 
ГА? Ф] = Е -20 1 |, к 
4 40-2 |, o 


于 是 方程 组 A*y 二 名 的 通 解 为 


| от H4 
€;= ks 6 中 |; keks 为 任意 数 . 
oj 


(2) H+ 


同步 练习 参考 解答 分 


因此 和, 人: ,人 :线性 无 关 . 
8. Kle е е |= 024-3) 520, 0 k#0 H kZ—3. 
9. WE. Fa e an 线性 相关 : 故 存在 不 全 为 零 的 数 kirkas skm , 使 得 
ki@ + bog 1 + kman = 0. 
设 з= тах{?|Ё;5580,1<;<т}.ШЯ 
b + kam; t+ tke = 0. 
若 5 二 1, 则 说 明 @; 可 由 @1,@: .… .@:-! 线 性 表示 ,这 与 题 设 了 矛盾; 若 ;二 1, 则 得 到 a 一 0， 
同样 与 题 设 矛盾 . 因此 a ,ez ,… a, 线性 无 关 . 
10. 充分 性 . 由 于 存在 п 维 列 向 量 @ -p ,使 得 A 二 @pB" .因此 
rank А < тїп{гапК@. rank В! = 1. 
又 因 А 是 非 零 矩阵 , 故 rank A 宇 1, 即 rank A=1. 
必要 性 . 因为 rank A 二 1, 所 以 A 的 任意 两 行 都 线性 相关 , 即 一 行 是 男 一 行 的 倍数 ,于 是 


abr ab, … ab, a] 
афі азба * ab, az 

A= i й . |= | . [brsbzs"t sbr), 
anbi а» … abn a, 


Жа (ara sa, ,二 (01,0:,… ,0,)" WA А=аВ'. 
П. WEK A=[e е æ] B= В: В: 1. ХА Bj] 做 初等 行 变换 ,得 


03 2 2 0 4 10 3 1 — 4 
[A m= |: о з 1 一 多 | 


93 8 2 0 4 
26 10 6 4 16 ооо 0 0 0 
MU rank А =гапк B=rank [А Bj], 从 而 向 量 组 а-аа 与 B. .В: p. fr. 
12. йА=[@ е а: 1.В=ГВ. В: 有], 对 [4 Bj] 做 初等 行 变 换 , 得 
1 1 1 1 2 2 
ГА В]= [ ї —1 Š 1 Š | 
23 ptž 13 ató 12-2 
11 1 1 2 2 
0 1 =l Š 1 2 | 
0 0 а+1 а—1 а 4 
当 a 关 一 1 时 ,rank A=rank [A_B]=3, H |В|=а+12. 
(1) 4 a#—1 H 4a 关 一 12 时 ,rank A=rank B 二 3, 向 量 组 (I 工 ) 与 ( 卫 ) 等 价 ; 
а= —12 时 ,rank A=3, rank B 二 3, 向 量 组 ( 工 ) 与 (本) 不 等 价 ; 
Щ а= —1 时 ,rank 4 一 2,rank 有 一 3, 向 量 组 ( 工 ) 与 CI) 不 等 价 . 
因此 , 当 a 关 一 1 Н oa 天 一 12 时 ,向 量 组 (I) 与 (I) 等 价 ; 4 а= —1 9 а= —12 时 ,向 
量 组 ( 工 ) 与 CI) 不 等 价 . 
(2) 09 а= — 12 时 ,rank A=3, rank B— 3. ji] B: tA ( I) КИЕВА O ) R PE 
Фк: 
а= —1 时 ,rank B 二 3, 即 知 方程 组 Bx=ea (i= 1.2.3)4nE— f.) Br tE СТ ) 能 被 向 
АСП ЕСП fé ge НЕН С 1 ) 线 性 表示 . 


一 = 


la 


人 同步 练习 参考 解答 


13. ВЕ 77а: æ a 线性 表示 ,等 价 于 方程 组 [el а; а jx 一 BB 是 否 有 解 . 对 增 广 矩 
阵 做 初等 行 变换 : 


а1 147 f 0 1 0 
а е е В) = |10 1 з>|0 5 0 3 
1 3b 1 9 Lo 1—ab 1—&@ 4— 3а 


(1) 4 0=0 Hf. rankle а: @]=2.rankle а: а: B]=3. KOT FEAT fi МВ 
A fE Wava: ,es 线性 表示 ; 
当 0520 时 ,对 增 广 和 矩阵 进一步 做 初等 变换 化 为 最 简 阶 梯 和 矩阵: 


10 1 0 

а 

0 1 0 9 

а @ æ В| =P b 
00 J= 40 一 3 


#a=1 B 63.0 rankle æ æ]=2 rankle е e 有] 一 3, 故 方程 组 无 解 ,从 而 月 


不 能 被 el ,e аз 线性 表示 . 
(2) "4 b#0 H a#1 时 ,rank[e@， a: a]=rank[a a: а 有] 一 3 ,方程 组 有 唯一 解 
3—46 3 40 一 3 
bda Yb PTa 
从 而 向 量 有 能 被 向 量 组 a æ ,@s 唯一 线性 表示 为 


3— 4b 8 ү 4—3 
B= ¿a Oe 6 y e: 


Tı 


(3) 当 a=1 且 6 二 计时 ,rank[@，@: @] 一 rank[e， e @ p= RANEY 


多 解 . 对 增 广 矩阵 做 初等 变换 ,得 

1% 1 8 
01 0 4 
00 00 
方程 组 的 通 解 为 x 二 (0,4,0)" 十 k (一 1,0,1)",k 为 任意 数 . H ht B ЙЕ ЖЕ ht la a, ,es K 
示 为 


[а е а; pb] 一 


В= С Юа 1а а. 为 任意 数 . 
14. 将 x 二 (2, 一 1,1, 一 1)” 代 入 方程 组 ,得 < 一 4. 将 增 广 矩 阵 做 初等 行 变 换 , 得 
1 а a 2 0 ü 1 L d { 
Í 1 ШЕ 1; 0 L © 1 
3 2+a 4+а 4 4j LÜ a-f 2—1 1 1 
(1) а= 1 时 , 增 广 矩阵 可 经 初等 行 变 换 化 为 
11108. 1 
001 O :| 
00 0 1 —1 
求 得 原 方程 组 的 通 解 x 二 (1,0,1, 一 1) 十 & (—1,1,0,0)7,5 为 任意 数 . 


[А 大 = 


[А b]— 


同步 练习 参考 解答 @ 


当 aZ 1 时 , 增 广 和 矩阵 可 化 为 
1 2=—& Ü 0 a 
[A a-fo á=] Ú l 一 过 
б о 10 1 
得 到 原 方程 组 的 通 解 x 二 (a,0,1, 一 a) "十 k (a 一 2,1,0,1 一 a)”,k 为 任意 数 . 

(2) 若 要 求 满足 条 件 з =з. ДЧ a=1 时 ,由 解 的 表达 式 知 & 二 1, 即 满足 条 件 的 解 为 х= 
(0,1,1, 一 1)"; 当 a 关 1 时 ,由 解 的 表达 式 知 k= 二 1, 即 满足 条 件 的 解 为 x 二 (24a 一 2,1,1， 
1-a: 

15. УСТО УСПОН СШ): 


Ti 十 zs 十 Заз =0, 


ZI 十 3zz 十 ar, =0, 


3zi 十 9zz 十 ac2zs 一 0， 


Zi 十 3zzs 十 3zs 一 4 一 9， 


则 ( 亚 ? 的 解 即 为 要 求 的 公共 解 . 对 ( 亚 )? 的 增 广 和 矩阵 做 初等 行 变 换 , 得 


ü L 3 0 1 1 3 0 
iL ЖЕ" 0 Ü 2 а— 3 0 

А Ь) = 一 А 

L 1 3 9 а? 0 00 3—a a—9 
13 3 а-—9 0 0 а(а—3) 0 


X 4520,45 —3 H a#3 时 ,rank А=3,гапК А b]=4,J RC 1) 50 DEAH. 
+ а=0 h}, A 


27 

Ë Í 3 O 100 F 

02-3 Ü 9 

[А 而 去 lgi 8 2 
00 3 —9 

00 0 0 £ = 

0 0 0 


方程 组 ( 工 ) 与 CI) 有 唯一 公共 解 x= (92.9.3). 


当 a= 二 一 3 时 ,rank A=rank[A bj]==3, 方 程 组 (I ) 与 (J[) 有 公共 解 ,为 零 解 . 当 a 二 3 
时 ,有 


3 
0 
0 


° © m 


0 
[A b] — 
ы 0 


一 


оо н о 
оо оны 
© © © © 


1 
0 
0 
0 


© O N н 


0 0 0 
方程 组 ( 工 ) 与 ( 卫 ) 的 公共 解 为 x 二 & (一 3,0,1)",k 为 任意 数 . 
16. (1) 因为 a a: ,… ,@,-! 线 性 相关 ,所 以 a ae. a, i a, 线性 相关 ,从 而 由 aza. 
а. 无 关 . 知 rank[@ в ~ а 1=п—1.Н а ТИН еа, 18. ЯА а-а: Q, 
线性 表示 I æ e a... За. а.а, 等 价 .于 是 rankLA В 1=гапк A 二 n 一 1, 故 方程 
组 Ax 一 有 无 穷 多 解 . 


$ 同步 练习 参考 解答 


(2) 因为 @ ,@: ,… ,@, 一 ! 线 性 相关 ,所 以 存在 不 全 为 零 的 数 kiks ska ME 


bm + kæ: 十 … + k,l @—1\ 0. 


ka + baga Р, вл + 0 @, = 0. 
亦 即 
A (bike, skn 0)" = 0. 
H rank 4 一 7 一 1, 知 方程 组 Ax =0 的 基础 解 系 只 含 一 个 解 向 量 ( 司 ,0)7; 而 有 = 
atete tea , 即 (1,1,…,1)7 ж Ах Ах = В н 
x = c(hb +b. io 十 (1,1.…,1)7，ec 为 任意 数 . 


第 5 章 
1. 填空 题 
(1) 3; (2) +: G) Pe; (4) 1; (5) 一 4; 
(6) (—2,4,—4)7; (7) 1; (8) 2; (9) 2; (10) 4. 
2. 单 选 题 


(1) С; (2) В; (3) р; (4) D; (5) А; (6) В; 

(7) А; (8) D; 09) В; (10) В. 

3. (1) А=А:=2,А3=6; р = (—1,1,0)7, р = (1,0,1), рз = (1, —2,3)7; А 可 对 角 
化 ; Р=[р p: рз ].Р-'АР = йіав(2,2.6). 

(2) ААА А25 p=((0,0,1,1)1; B 不 可 对 角 化 ; 

4. [(А—2Е|=—3,|А*-ЕЕ|=384. 

5. 设 ) 为 4 的 任 一 特征 值 ,由 全 一 4 一 6E 王 0 1.42 4—60. Wi] А=3 0—2. A" | 
|A|? =144, 4| A| = +12, HE А, =3,А =à = —2. 


Ñ е 区 不 难 知道 A 有 两 个 相 异 的 特征 值 , 故 A 可 对 角 化 . 


7. 由 |) 五 一 人 | 三 (一 1) (A +1) А 的 特征 值 为 A 二 一 1,4: 二 As 二 1. 又 由 A 可 对 角 
化 , 知 ranik(E—A)=1. mi 


6. H|A|= 


$ G =I 10 =1 
E—A= | —# 0 —y = |0 0 zh 
==) 0 1 0 0 0 


于 是 得 z 十 y 一 0. 
8. НА УВ 相似 ,有 |A| 二 1B|, 可 得 a 二 6b. 再 由 |XAE 一 A| 二 |XE 一 B|, 可 得 4a 二 6 二 0. 显 
然 0,1,2 为 A 的 特征 值 , 求 得 对 应 的 特征 向 量 依 次 为 
二 1 


将 其 单位 化 得 
1 1 


qı = = (—1.0,1)7, ф = (0,1,0), дз =-—(,0,1)*. 
4 JZ 2 3 JZ 


令 0 一 [q q 91.000 УЕН. H Q АОВ. 


同步 练习 参考 解答 Q 


9. (1) 由 题 意 知 ,@! 是 4 的 属于 特征 值 0 的 特征 向 量 ,@: 是 4 的 属于 特征 值 1 的 特征 
向 量 . 因 A 是 实 对 称 和 矩阵 , 故 ei а: 一 0. 

(2) 由 于 4 的 非 零 特征 值 的 个 数 为 2, 因 此 rank A 二 2, 从 而 Ах =0 的 基础 解 系 只 含 一 
个 向 量 . 又 因为 Аа. =0.Аа: =a: .所 以 方程 组 Ax 一 @; 的 通 解 为 el 十 @: .其 中 为 任意 数 . 

10. (1) 假若 el -æ a, 线性 相关 , 则 由 @1 ,es 线性 无 关 , 知 @s Hha a: 线性 表示 , 设 @; 一 
пе е. ЖФ. 不 全 为 零 ( 若 1,l: 同时 为 0, 则 @; =0. ik HAa: =е 十 es fa 一 0, 与 
a æ 线性 无 关 相 矛盾 ). 于 是 

Да: =а: та; — a ха loa. 


Аа: Але T l; аг) пе 1 ег. 
ла Ti е а h m 11 е. 18 21 в а = 0. а а: 线性 相关 ,矛盾 ,因此 e@i， 
е.а 线性 无 关 . 
(2) iup—=[e е æ] P, H 


| г-1 0 p 
Аа е |= (а а; е) 01 | 即 poar =| 0 1 | 
L 9 0 11 0 1 
11. (1) НА? —3A=0 知 ,4 的 特征 值 为 0 或 3. 又 4 为 三 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 秩 为 1, 故 和 
的 特征 值 为 0,0,3. 
(2) 设 4 的 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 为 = Сал оо олз)". а х0. Вр 


Xl 十 Xs 一 X3 = 0, 


В = (0.1.1)7, y= (2,1, 1)", 
则 A 的 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 为 ki 让 十 ks y (Ai ,As 不 同时 为 零 ). 
(3) &Р=[а В 7 1.71 


12. $Р=[@а е а]. U 


1 
e| 2 | 
Š 


12 4.3" 2—2 42.3" 242 — 4.3" 
2—2 42.3" 442" 4 4—2 1 
2+2 4.3" 4—2 — 2.3" 44-2" 4-4. 3" 
13. А 的 对 应 于 特征 值 1 ОРЕ ТЕ а у х= С оло олз) "Др х0. Вр 


4" 一 


Zz 十 Ta 一 0， 
取 其 基础 解 系 记 = 王 (1,0,0)7,pz: 一 (0,1, 一 1)7. 令 Р=[р ps р], 
1 0 0 
1 14-0 14-1 
“| i ia o >+ 17 higi 
= 站 


同步 练习 参考 解答 


14. 因为 
B а ja а: а. 

АВ ме л: е TÀ аз А: @ ` 

АВ = Alma ле Tie Аа: 

АВ = ла лае ле ле. 

所 以 

i À дт А 
z 3 
[В АВ Ap Ap] [a æ æ д!" е н мі" 
1 Аз А Аз 
1А А А 


H RAE 81 ИУ Ha BE n] 00, Р 
таб B AB АВ АВ) = гака а; а; а] = 1. 

В AB .A° В.А" 8 线性 无 关 . 

15. 设 X 为 4A"A 十 B 的 任 一 特征 值 , 则 存在 рэ20 „САТА + В)р=ар ,从 而 

p 'ATAp + p'Bp = Àp 'p. 

由 A 可逆 , 知 Ap 关 0, 因 此 p" АТАр= (Ар) "Ар2>0. 

由 B 是 反对 称 阵 , 知 B" 二 一 B, 从 而 p"Bp 二 (p"Bp)" 二 一 p"Bp, 即 p"Bp 二 0. 

FEH Артр2>0. A2>20,Br A |ATA+B|>0. 


第 6 = 


(1) 3.5; (2) lelai; (3) —2; (4) 3; (5) —1<a<2y 
(6) 2; (7) —у1—у2— у; (8) А24; (9) х=А у; (10) 2,2, 
2. 单 选 题 
(1) С; (2) В; (3) А; (4) D; (5) А; (6) С; 
(7) В; (8) 0; 09) С; (10) А. 

1—л 1 ... 1 
1 1 1—п ~ 1 


1 1 = }—п 
4. 将 括号 展开 ,合并 同类 项 ,并 配方 得 


f= 6(x +a} + zš — хул; — rrs — T213) 


1 2 
e(a 77% Las) + Š (E — maj), 
令 
ч Р 
Уз 1 -4 -4 т [х1] 1 + l|íx> 
э | = i _1 | 即 z: |= |, 1 1||2 
ys 0 1 з Lisj 0 1 „Уз 


同步 练习 参考 解答 起 


则 在 此 可 逆 线 性 变换 下 /的 标准 形 为 /二 6yi 十 +. 


5. (1) 二 次 型 可 写成 
f (an ,mz za) = а + 2203 405 — бліх Б 2лалз, 


对 二 次 型 的 矩阵 做 初等 行 变 换 化 为 阶梯 矩阵 ,得 
2 =S 1 = 1 
(iya 
Ө 31 
则 rank 4 三 3, 即 二 次 型 的 秩 为 3. 


(2) 由 配方 法 得 
2 
f an za za) = (a — Заз + zs)? — 7 (zs — Ža) +Z, 


3 
J= л 3x2 U T3 Y2 — 72 т 8 2з лз. 


Ф 


2 8 
Xl y U 3yz t 753° T2 yz 十 7% Ts Уз, 


1 
再 令 JI 一 ZI1，y2 Е Уз 一 =a | BB 


3 2 1 1 JT 
21 zı + z2 22 22 | 23, з 23, 
Š л“ зл" “л лт Ta 
КҮК ЖЖ ЕЈ S= — 22 4-28. Вт Н] Ну EB ТЕ 5 PERE MA х= С.Ж 
3 2 
а 225.8 
V7 3⁄7 
ое |0 k 1 
Е V7 v7 
оо “© 


6.  Ж|АЕ—В|=(л—1)(4—2)(л—5).5ТЬ B 的 三 个 特征 值 为 1,2,5, 从 而 В 的 正 惯 
性 指数 为 3, 负 惯性 指数 为 0. 由 A 与 B 合同 知 二 次 型 /二 x"Ax 的 规范 形 为 zf 十 十 xz4. 
7. 二 次 型 及 其 标准 形 的 矩阵 分 别 为 


0а —2 1 
& = a 4 4 p= 6 ` 
g $ —3 b 


W A 5 B ЖИЙ, tr A=tr B (80 — —6. Fi |A| = |B| Ti a—2 а 1 ARE a 


时 不 符合 题 意 . 
8. 二 次 型 的 矩阵 为 


& 同步 练习 参考 解答 


H rank 4 一 2 知 |4| 二 0, 从 而 得 a 二 4. 容易 算得 |XE 一 A| 二 4(4 一 6)”, 故 A 的 三 个 特征 值 为 
6,6,0, 于 是 二 次 型 的 规范 形 为 27-22. 
9. (1) НЊЕІАЕ-А |= (4—1) (4+2) (4 一 4) ,因此 A 的 特征 值 41 二 4,4: 二 1 ,Xs 二 一 2. 
因为 4 是 对 称 和 矩阵 ,所 以 存在 正 交 和 矩阵 8, 使 得 A 二 Q diag(4,1, 一 2)Q". 记 D= 
diag(4,1, 一 2), 则 
В = (kE +A)’ = (QQ! +QDQT)° = [QkE + D)Q']° = QkE 十 D)207. 
于 是 取 对 角 和 矩阵 


A= (kE +D? = diag((k +4)’, (k +1)’, (一 2)2)， 
M] B=QAQ"=0A Q.B) B SA 相似. 
(2) H (1) B= (kE 十 4)? 的 特征 值 为 (k 十 4)?,(k 十 1)?,(k 一 2)*. 若 要 使 下 为 正定 矩 
阵 ,B 的 全 部 特征 值 必须 全 为 正 数 , 即 
(2+4)? > 0, 
RAD’ 2 0 
(6—2)? > 0, 
DRED & 尖 一 4 天 一 1,A 天 2, 于 是 当 & 尖 一 4, 一 1,2 时 ,和 矩阵 下 是 正定 和 矩阵. 
10. 因为 4 是 正定 矩阵 ,所 以 4 为 实 对称 和 矩阵 , 且 A 的 特征 值 全 大 于 零 , 从 而 4 A, 
4 一 都 是 实 对 称 和 矩阵 , 且 它 们 的 特征 值 全 大 于 零 , 于 是 4 A" ,4 都 是 正定 矩阵 ,4 十 4 十 
3 4 为 实 对 称 和 矩阵 . 
对 任意 х920.47 
xA? А" +3A™)x = хт Axt Ax Hx А x > 0, 
EJA? +A" +3 4 一 :的 正定 矩阵 . 
11. 由 4 正定 知 4 一 正定 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 4 一 一 PP, 因 此 
[АЕ АВ |=|А|| АА !—В | 
=| Á [| Р® | | аййб—%Р”У aya =s] | j | 
=| A || P7 || P || AE — (PYBP | 
=| ap PR] 
由 于 B 26 EHE BJ. Ae (PDTBP д IEE й. FÈ АЕ — (P !)TBP ~ | = 0 的 根 即 
|ДЕ—АВ|=0 的 根 是 非 负 实数 , 即 AB 的 特征 值 是 非 负 的 实数 . 
12. 因为 B= 一 AE 十 ATA)' 一 4E 十 ATA= 二 B, 所 以 В 是 实 对 称 和 矩阵 . 
对 任意 x40, (х. х) 220. (Ax, Ax) >20, RE 
X Br = x QE +AA) = Ахтх + yx" АТАх = А(х,х) + (Ах.Ах) > 0, 
于 是 В=АЕ -АТА 为 正定 矩阵 . 
13. 假设 存在 m 个 常数 & ,As е h. ,使 得 xi 十 kzxz 十 … 十 kx 一 0, 则 
ҺА х БЬАх: +. БЬ.А x, = 0, 
两 边 左 乘 以 x? , ЕН ХТА x, =0(GZj).fËB kx7TA x,=0(G=1,2,---,m). 
因为 A 是正 定 和 矩阵 ,所 以 对 任意 的 n 维 非 零 列 向 量 x;, 有 xiA xi 二 0, 从 而 太一 0(i 一 1， 
2,… от) „Щу ,xs，… ,x 线性 无 关 . 


同步 练习 参考 解答 8 
14. (1) НА ЗЕНА h КАЯ E , РА 


prpp =| B. а al Р =e] [4 0 | 
—A C E.Jic™ BJLO Е; 0 В СТАС 


А 0 


(2) D—PTDP H D 正定 ,所 以 PDP 定 , 即 | 
因为 且 正定 ,所 正定 „Р pare 


| 正定 ,从 而 它 的 


特征 值 都 是 正 数 . 又 由 (1) 得 

| АЕ —P"DP |=|АЕ„—А || ХЕ. (В — СТАС) |, 
即 4 与 了 一 C74-C 的 特征 值 都 是 P7DP ПЕПЕ, А ВСТА 'C 的 特征 值 都 是 正 数 . 显 
Ж ВСТА С 是 实 对 称 和 矩阵, 故 B 一 C74-C 是 正定 矩阵 . 


15. 记 
2 一 8 0 
А | 2 1 2|» 


0 —2 0 


则 
z" Ax 
НЕ 
不 难 求 得 A 的 三 个 特征 值 一 2,1,4, 且 最 大 特征 值 4 对 应 的 一 个 特征 向 量 为 @ = 
(2, 一 2,1)7 ,最 小 特征 值 一 2 对 应 的 一 个 特征 向 量 为 @: 二 (1,2,2)", 因 此 由 第 6 章 范例 精 讲 
中 例 15 及 其 注解 可 知 

Ры = /02,—2,1) = 4, fon = /(1,2,2) =—2. 


/(х,у,®) = £= G, 


单元 测验 参考 解答 


一 、 填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


эй ò Дв 2 1 
L |1 i би & 2; 8 l |: 
2 4 2 


0 0 2 了 
t t 1 
4 122 ай 2j 5 2: 6, + ‹А+ЗЕ). 
165 15 15 


、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
С; 2. р; 3. В; 4. А; 5. р; 6. B. 
< (102) 由 


mi e 1] 


1 2 = À 
А» |0 —1—21 А2 1 
0 9—34 2-3 0 


2, = 3, 
rank А = 
S AES 
r 1 
0 0 > 0 0 
0 0 1 =E 5 
^ = 
四 、(10 分 ) A Рр жън 
2 
= =$ 0 0 0 
[5 — 0 0 0. 
B 0 B 0 
五 、(10 分 ) 将 4 分 块 为 | |лл“=| Í 
ЮС | W 
P з ат 
注意 到 Br 一 | ， O] 一 5°B,, 因 此 


单元 测验 参考 解答 @ 


а 5 Es k = 2m, 
8 4 | 
s= | ] =4 [3 4 
4 —3 5 ， k= 2т +1. 
4 一 3 
x 
1 0 
l: [= | б. ali k = 2m, 
0 2 _1 8 
„| m=2m +1, 
0 2 
从 而 
Б ооо 
о 5 о 0 
‚ k = 2m, 
0 0 1 0 
a= o о о 2 
Ts жы Даба о Ü 
4. 501 — 3. 5 0 
k = 2т + 1. 
0 0 = 1 
| 0 0 0 2 


六 、(10 分 ) 因 4 一 B '=(AB—E)B',B АВ – Е.В пй, А В пй, 又 
(A—B 1) -1—A 1=(A—B 1) [E—(A—B ')A 1]=(A—B1) (АВ), (АВ!) 1, 
(AB) TJ i% САВ) AT n] y. 

七 、(12 分 ) ЖНА п] ,ABA=—2E+AB 可 知 ВА = —2 А7' +В, Вр 

В(Е — А) = ?АГ!, 


ik B= 二 2[(E 一 A)A] !' ,容易 求 得 


2—8 —9 
== 
B=-3|-1 2 0 
=й 
八 、(12 分 ) 设 该 方程 组 的 系数 矩阵 为 4, 增 广 矩 阵 为 全 , 则 
ii k 4 
1 i k 4 1 
E= loppi Hai Pile’ go i 
2 о ®+2 0 1 


0 0 2 (k + 1) G 4) RCR 一 4) 


А564, — 1 В| .гапк 4 一 rank 4=3 ,方程 组 有 唯一 解 ; 


X k= — 1 时 ,rank A=2, rank A=3 ,方程 组 无 解 ; 
当 & 一 4 时 ,方程 组 的 增 广 矩 阵 可 化 为 


i ó 8 0 
A= оаа я 
бф й Ó 


E 单元 测验 参考 解答 


则 原 方程 组 的 通 解 为 
—3 0 
x 二 上 | 一 1 | 十 14 |， 上 为 任意 数 . 
1 0 
第 3 章 


一 、 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. Тат, 2, fp 8. Dy dà, 6, боёш бой 


二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 1827) 
L Br 2 Dy % G; AD 5; B; 56; E 


m лї ° 好 0 m i s x 
Za 25 аў zz 25 23 
Z. (102) р, = : : : mk з : 
5% Е a 0 mG, x= £ 
= —й —@ 一 上 a — =2 —@ 
1 mi дї тї 2 š 
2 Tl Xl 21 
l x л? 22 и M 
T: p 
=—2|; ; : г 2с" | 
1 2 28 29 ` е А 
Tn Tn Tn 
1 1 1 1 
=—2][[а—ж) TI ао" [= ао. 
i=l 1<i<j<n i=l 1<і<ј<п 


四 、(10 分 ) 容易 算得 
D = An + А + Аз + Ам = 0, Aa РА» + As + Aa = 0, 
Аз + Аз; + Аз + Ам = 0, An +A Аз + Aa = 0, 
所 以 DD 中 各 元 的 代数 余子 式 之 和 0. 
五 、(10 分 ) ”由 已 知 得 |A|= 二 8, 日 (4" —8A)XA=8E—8A, B] 
(8 A™ — 8A)XA = 8E—8A, 


从 而 
A(A'—A)X=A(E—A)A', 


化 简 得 
(Е—А*?ух = ЕА, 


H T E—A пу), (Е-+А)Х=Е. ЕТ 


1 00 
Х = (Е+А)У = + =1 13 0 
0-11 


六 、(10 分 ) 因为 
|E—A’ |= | ААТА? |=| АСАТ А) | 


单元 测验 参考 解答 


=|A||AT—A|= CD 14114 一 47 | 
[А || (А7—А)7 |=- A |] А7—А | 
[ААТ А? | |E—A |, 


БТ |Е—А°* |= 0. 
七 、(12 分 ) 因为 |4|==1, 所 以 方程 组 Ax 二 b 有 了 唯一 解 x 二 A 'b. 
h a; =A;NIAT=A ,从 而 A “二 A" ,因此 


ап ал аз 0 аз 

-1 . k. 
x=A b=Ab=Ab аз az аз 0 = an 
QI3 аз азз 1 зз 


x. 
| А | = азу Азу + аз Аз + азз Азз = as +аь 十 al ` 
H|A|=1,as 1 1,а Has: =0, МП ca 一 az 一 0, 方 程 组 Ax=b 的 解 为 x* 一 (0,0, 一 1)7. 
JN. 019 IH 


A A A 0 
C-B С C—B B 
NIL M| 0 fr F'|A||B|0,BB|A|Z0 H |B| Z0. ik M 可 逆 的 充 要 条 件 是 4 , B пуй, 


4 M 可 道 时 ,由 分 块 初等 行 变换 得 
A А:Е, 0 Е Б А! 0 
Pe cio "J: B 0 {СА ні 
Е Е; Аг 0 Е Е Аг 0 
-k B i BA™— СА! a F Е:А!—В'!СА`'\ ы 


к 0; ВСА 2 
0 la в" 1 


|а 


所 以 
Е [ ВСА! Fa 
м a s= 
A Г Р po 
第 4 = 
一 、 填 空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
L. 7: 2. 3; 3. pst=l; 4. (1,1,2)7; 5. &(1,1,…，,1)7, 为 任意 数 ; 


6. &(6,7, 一 26)7 十 (3,3, 一 10)7, 为 任意 数 . 
二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. D; 2. В; 3. С; 4. А; 5. В; 6. А. 
三 、(10 分 ) 设 向 量 х= (zi,zz ,Xs,X4)" ах 0. В 
ti 30 2203 = 0, 
ЭНЕ ЖОЫВ,=(—3.1.0.0)7.@;,=(—2,0,1.0)7.@,=(—1.0.0,1)7. H 
Schmidt 正 交 化 方法 ,得 到 


S 单元 测验 参考 解答 
1 1 


ж =\(С—3›1,0,07, p = s C l,— 3,50, 9: = тар 15—35 — 214)", 


取 @ = (—3.1.0,0)", а= (0—1, —3,5,0)". а= (—1.—3, —2.14)", Ша а аза: 为 正 交 
向 量 组 . 

四 、(10 分 ) (1) Иа е es 有 B，p:] 做 初等 行 变 换 , 化 为 阶梯 矩阵 : 

Li LL =1 1 t | 1 =j 1 

01 2 2 0 -| 1 2 2 0 
12 a 1 b © 0 = 0 5—1 
Ңң a=3,b41 时 ,向 量 组 8, .B: 不 能 由 向 量 组 a ,@: a, 线性 表示 . 

(2) 4 a#3 时 ,和 矩阵 方程 AX =B 有 唯一 解 : 


0—1 
8 152—9 
200—1) |. 
х= p #—8 i 
6—1 
+ а— 3 


当 4 二 3,6 二 1 时 ,对 增 广 矩阵 做 初等 行 变换 : 


її — 1 1.0 _—# 
01 2 2 0 |= 10 1 2 
ооо 0 0 0 0 0 0 


从 而 4X 一 中 有 无 穷 多 解 : 


1 0 0 1 一 3 1 
X=k|—2 0|+1|0 —2 |+ 20|. k, NEES. 
1 0 0 1 0 0 


五 、(10 分 ) 见 第 2 章 范 例 精 讲 中 例 23 的 解答 . 
六 、(10 分 ) 设 有 一 组 数 k. ,ks，…,k,, 使 得 kB + 53 В +a:)=0. EI 


(+ Уе)в- Ук: 
两 边 左 乘 4, 得 


G Dn)ap Si ki)Ae@; = 0. 


因为 8 天 0, 所 以 AT У) 0. У) (—k)a 0.8 У) а: 0. На е.а 是 Ax 一 0 


的 基础 解 系 , 可 知 @ ,@: a. 线性 无 关 , 于 是 如 二 ks 二 … 二 ,二 0, 从 而 二 0, 因 此 p B +a. 
В те. .В te: 线性 无 关 . 
七 、(12 分 ) 设 所 求 的 线性 方程 组 为 Ax =Ь. W 


单元 测验 参考 解答 a 


14 12 14 

— 20 — 20 — 20 

а = 11. е = 2 а: = Б] 
3 5 1 

2 1 2 


是 导出 方程 组 Ax 一 0 的 基础 解 系 , 即 Аа: 002 1.2.3), ik 
Ala: е е) = Аа Аа: Аа: | = 0. 
S В=[а а а]. В" АТ =0. HEAT K3 E ВТу=0 的 解 向 量 . 由 于 
rank 4 一 5 一 3 一 2, 因 此 可 设 A 只 有 两 行 , 且 这 两 个 行 向 量 线性 无 关 , 所 以 A” 的 两 个 列 向 量 
JEB" y= 0 的 线性 无 关 的 解 . 
ЖЕШ РЕВ" 做 初等 行 变换 ,化 为 最 简 阶 梯 矩 阵 ,得 


ii =@ 4 3 2 1 Е 


12 —20 2 5 1 
14 — 20 3 1 


p= 


о =|— юе 


从 而 可 得 BTy==0 的 一 个 基础 解 系 为 (6,5,4,4,0)7,( 一 2, 一 1,0,0,4)7, 于 是 
А=| 6 5 4 4 T 
=8 =~] 0 0 4 
因为 =(—16.,23,0.0.0)' 为 Ax =b 的 一 个 特 解 ,所 以 0 一 4Axo 一 (19,9)7, 从 而 所 求 的 线 
性 方程 组 为 Ax 二 b. 
J. 124 1) 设 存在 数 оо MEIH ki gp kapg) 0. 1 
Alki i ра = 0, 即 АА Ар = 0, 
从 而 局 0 十 ez0 =0, 44 kı 0. [И kz (p. т) ohg gek ШШЕ ГИ р. р 2 
性 无 关 . 
(2) 车 rank А 二 n 一 1, 则 齐 次 线性 方程 组 Ах =0 的 解 空间 是 一 维 的 ,向 量 组 僚 , 和 一 党 线 
性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 数 hik. ,使 得 
ki g+ (pO) 一 0， 
即 ki ёг т 9:0. A Ifl g gp pR EI X. 


第 6 = 


、 填 空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

1.1% 2 14; 3. 1; 4. 12; 5. Е; 6. ayasssa,2e(—1). 
二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

LA %®©, AD š Ва 5. Ве 6, G 


三 、(10 分 ) е А" 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 , 则 4A*e Aa ,从 而 4@ 一 上 人 le , 即 


À 
a =l ë = 
| ° Е | | 
5 b 8 = 一 一 | 一 1 |， 
À 
1 


== 0 —а 


@ 单元 测验 参考 解答 


亦 即 


)( 一 5 一 0 十 3) 一 1， 

А(с—1—а) =— 1, 
解 得 а= с.А=1.2= 3. 由 题 设 知 |4|==a 一 3 二 一 1, 故 а 2. MTA" 的 特征 向 量 @ 所 对 应 的 
特征 值 为 1. 


W, 04 MIB |= 4B] =3 i A~B ik A,B 的 第 三 个 特征 值 为 一 一 3， 


hess = 1, 


1 


从 而 A 一 3E 的 特征 值 为 一 4, 一 2, 一 6, 即 知 | 一 (4 一 3E) | E 
в' 4 ( Lg)’ EIN ue =—В, 
因此 
— (A— ЗЕ)! 0 i 
= (А — ЗЕ)! p š 
б ү (4 ) 1|=| || | 14 


五 、(10 分 ) 由 题 意 知 忆 二 (1,1,1)" 是 实 对称 和 矩阵 4 的 对 应 于 特征 值 3 的 特征 向 量 ， 
记 B=[pB В: B;]: 则 Ap; 一 0(i 一 1.2,3).pB; =2 B: +R: H В. PREEK. AM B1,B: 是 
A 的 对 应 于 特征 值 0 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 将 g: ,B: 正 交 化 ,再 将 Bo -Bi :单位 化 ,得 

а = 0" q: = — 1,0)", q = a, 

Slin q qsj, 做 正 交 变 换 x 二 Qy ,将 二 次 型 化 为 标准 形 /一 3yi. 

六 、(12 分 ) (1) 因为 方程 组 有 无穷 多 解 ,所 以 系数 行列 式 (a 一 1)’ 二 0, 得 a 二 1, 因 此 ， 
A 的 属于 特征 值 41 二 1,4: 二 一 2,4hs 二 一 1 的 特征 向 量 分 别 为 

& = (1,1,0)7, в = (—1,1,007, е = (0,0,1). 

令 P=[e а; es]. 


1—1 07г1 1 =g gi 
| Х| = | ШП 
© öl —11:0 8@ 1 
1 3 
-> 2 0 
2 2 
=| &_ 1 е 
й 2 б 
0 ò —1 


(2) 因为 A ВОЕНА = 1.А = 2.4: = 1. Т |А | =2, МИА" 的 特征 值 为 2， 
一 1, 一 2, 于 是 4* 十 2E 的 特征 值 为 4,1,0, 故 |4"* +2E| 一 0. 
七 、(12 分 ) O) 设 有 一 组 数 &,k2，…,k, ,使 得 
Ёма + ka: 十 … T ka, = 0. 
两 边 左 乘 A, 且 利用 题 设 条 件 ,得 
Ре + bogs + + k, а, = 0. 


继续 同样 的 方法 ,得 
Мез + kæ: + t keea = 0, 


kiam + kæ = 0. 
青 左 乘 4, 得 
ba, = 0. 


He, Z0, 3 二 0, 从 而 k:=0, sk, =0. Ве ,@: ,… a, 线性 无 关 . 


(2) 由 题 设 条 件 得 


Ala а … @1=[а@ а … @]|0 


© 


0 


单元 测验 参考 解答 $ 


0 0 
о 0 
0 0 
1 0 


ju ЕК ИЛИИ РЕ В.Р=[а@ а; + e] Uha а, 线性 无 关 , 知 P 了 可逆 ,从 


T А=РВР!, kk 
| àE —A|=]|àE—B|=0, 


于 是 4 的 特征 值 为 :一 1z 一 … 一 ji 一 0, 对 应 的 特征 向 量 为 A@,, 其 中 & 为 任意 非 零 数 . 


J. 104) 必要 性 . 取 BSA, ДНА EX EKHE Е a A 
AB + BTA = Е + (A™)"A = 2E, 


当然 АВ-ЕВТА 是 正定 和 矩阵. 


充分 性 . 假若 A 不 是 可 道 矩 阵 , 则 存在 ze 天 0, 使 得 4xo 一 0. 从 而 由 A 是 实 对 称 和 矩阵 、B 


是 实 和 矩阵 ,可 知 


xo (AB + ВТА)хо = (Axo) Bro + хо B" (Axo) = 0, 


这 与 АВ-ЕВТА 是 正定 矩阵 矛盾 , 故 4 n] m. 
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期 末 考 试题 (一 ) 
一 、 填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
0 8 —4 
1. 0; 2 |0 =20 12 |; 3. 40; 4. GL0.05"; 
2 0 0 


5 <— 6, Таа). 


二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. А; 2. Dy 3. В; 4. С; 5. В; 6. С. 


. (10 分 ) 
=: 1 1 1 1 
= 1 1 1 
0 0 0 1— 1 1 
а 1—1 : s š š A 
0 0 0 1 —@ 1 
+ # ф + 1 
== 2 0 ` 
0 к= + 
0 0 П ==, 0 0 
0 0 ё l= 1 
1 0 @ 0 i= 
0—6 т 0 0 
0 П = = 0 
= (1—2) 0 0 | о [+ 
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£ 0 0 0 

1— ж 0 0 

C”; 0 1—а š 0 
0 0 Ü = g 


= (0-a +e. 


四 、(10 分 ) ЩА*Х=А '+2X AA" X=E+2AX, й 
(|A| E—2A)X=E; 即 Х= (| А | Е— 24)". 
ЙА = 4, ik 
1 一 1 1 1 0 
Х=(|А|Е 24) = 4 ї ti -让 1 1|. 
一 1 1 1 1 @ 1 
ж. CD 分 ) 因为 ka T bom: + ka: 是 方程 组 ( I ) 的 通 解 ,lip 十 1: 8: 是 方程 组 CI) 


的 通 解 ,所 以 求 方程 组 (I 工 ) 和 (本) 的 公共 解 即 是 令 


得 


bi + kam: + kæ: = li B+ ГА В: . 


kı+3kz 
2kı— kz 


|Ё k; 
Tkı+Tkz 


2Ёз— h— L,=0, 
ЗАз 41431 =0, 
4k —7h+41; =0, 
20ks— /一 2/: 一 0， 


对 该 方程 组 的 系数 矩阵 做 初等 行 变换 化 为 最 简 阶 梯 和 矩阵 : 


Б) 
1000 = 
Í 5 8 =l =l ж 
4 
=i 9 — 8 0 1 0 0 — 
[a е а — -l= = 7 |, 
5 1 # — 4 Erg б 
1 г 20 —1 —@ 1 
0 ü ü 1 -y 
得 到 通 解 
Б 4 1 
kı 1° k, Т? Ë = Юе h 7” L 一 上 ，L 为 任意 数 . 
于 是 方程 组 (I 工 ) 和 ( 卫 ) 的 公共 解 为 
518-18. E (3, —2,—1,5)7, 1 为 任意 数 . 
六 、(10 分 ) 参见 第 5 章 疑 难 辨 析 中 问题 3 的 解答 . 
七 、(12 分 ) ”做 初等 行 变换 ,得 
L 1 1 1 2 1 
la а а В. В: В:)= |01 —1 0 1 Š 
z 3 а а+1 2 一 


$ 期 末 考 试 参考 解答 


1 0 2 1 1 < 
=æ 1 一 0 1 2 |s 
Ü Ü é—1 g—1 = —& 


(1) °Ңазё&1Н{.гтапК а a: a] rankla а е В. В: B.l=—3.BFU T НН 
В: ip: B H 21 а e ,@ 线性 表示 . 


由 aZ1 即 知 
1 1 =] 
0 1 2|=—a+1=0, 
&— 2а=5 = Ü 


故 тапк В. В: B:]=3, 因 此 向 量 组 a ,eves 可 由 向 量 组 В, .B:.B: 线 性 表示 . 从 而 向 量 组 
m. e: ,gs 与 向 量 组 В. $: .В: 11. 
(2) Ҹа=1 hf, 


10 а 1 | = 
[а е а B В: 1—01 —1 O 1 | 
00 0 0 —з 一 6 
Ш rankle е: а;]<гапК [а а: е 局 ]. 故 向 量 有 .不 能 由 向 量 组 @а:.а:-а; 线性 表示 . 
八 、(12 分 ) ”二 次 型 的 矩阵 为 
а 4 一 2 
‘| 4 a ?| 
—2 2 61 
而 A 的 特征 值 为 7,7, 一 2, 所 以 a 十 a 十 6 二 7 十 7 一 2 二 12, 即 < 一 3. 
ЩАТ 时 , 解 方程 组 (7E 一 A)x 二 0 得 基础 解 系 
= (1.1,0)7, @,=(—1,0,2)7, 
将 和 ,和正 交 化 .单位 化 得 
в = = (1,7, = 0", 
34 „= —2 时 , 解 方程 组 (一 2E 一 A)x 二 0 得 基础 解 系 
&= (2, 一 2,1)7， 


单位 化 得 
в 一 于 (2, 一 2,107. 
令 
1221. 2 
V2 з 3 
1 1 2 
0 = Гаф 92 аз) = JZ зз 3 
0 E Ж 


期 末 考 试 参考 解答 @ 


则 所 用 的 正 交 变换 为 x= Qy. 
期 末 考 试题 (二 ) 


一 、 填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
1. V1i4; 2.0; 3. —2<А<1; 4. k=1—Ll 为 任意 数 ; 


5, 1 б. +, 
а 


二 、 单 选 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
LD: 22h ZX CE 4. Ар 5.05 & D: 
三 、(10 分 ) 用 升 阶 法 . 


1 0 0 0 0 0 
1 1 2 e. #=1 пі Zn 
1 1 2 .. (п 1) хна п 
р= - . 
1 1 2-1-9, ++ п 1 п 
1 1+2 ү ... n—1 n 
1 1 2 (п = 1) п 
1 0 0 Fa 
1 0 0 б-а 0 
1 0 т? 0 0 
1 Xl 0 0 0 
э; 1 2 @-— 1 n 
14 2 
> х: tl T2 ж-з Ža 
a 0 0 0 1 
= © 0 0 0 B 1 0 
izi š à 
0 0 1 ans 0 0 
0 1 0 = 0 0 


i=l 


四 、(10 分 ) H(A'—E)B=A+E 得 


сэ" (14 уі). 


Ü 0 17" 0 0 -5 

2 эң. | = = 
B = (А*—Е)!(А+Е) = (А—Е) 18 = |1 0 
—2 0 0 10 0 


$ 期 末 考 试 参考 解答 


五 、(10 分 ) 因为 

Fi 1 1 4 8 
f =] 8 = 1 
в e е а= y g s =s 
L3 1 5 7 一 8 

rl 0 а @ =1 

Ü 1 =] 0 Ë 
тоо ai -il 

LO 0 0 0 0 

所 以 @i,@: аз а: a; 线性 相关 ,el eeoa 为 其 一 个 极 大 无 关 组 , 且 

а: 2а е. а а 2а e. 


1 —3 —1 0 1 一 3 —1 0 

1 —4 a -| 1 1 | 

2—1 35 0 0 а+2 0+1 

"4 аз&—2 时 ,方程 组 有 了 唯一 解 ; 

当 a 二 一 2,6 关 一 1 时 ,方程 组 无 解 ; 

当 а= —92,6= —1 时 ,rank 4 一 rank A 二 2 二 3, 方 程 组 有 无 穷 多 组 解 ,其 通 解 为 
@ 一 (3,1,0)7 十 (一 2, 一 1,1)7，& 为 任意 数 . 

1 


ж. 04) A= 


七 、(12 分 ) 二 次 型 三 的 矩阵 为 人 一 


0 
,其 特征 值 为 1 二 4: 二 一 1,4; 二 2, 对 
1 


1 
0 
1 


1 
0 
应 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
= 
将 它们 正 交 化 .单位 化 得 
1 
= 


=. 1 
к 7 
| 1 1 
-Lyp yty, 
Jr J AE” 

1 1 1 
变换 x 二 Qy, 即 r= —y— 去 yz 十 去 y3， 
于 是 正 交 变 换 x 一 Qy, 即 "一 T t 


C 100 (1—12 8 = 


Coe 


2 1 
Xs 二 E” е 
化 二 次 型 为 标准 形 7 yi yt 2y5. 
А. 124) (1) Аё 0. ДАТА Е =0. LZ, АТА@ =0. | 
| Ag |? = (A€)'A€ = € (ATA@) = 0. 
得 Аё = 0. 因此 齐 次 方程 组 Ax 二 0 УАТАх =0 |5]. rank А =гапК(АТА). 
(2) 因为 


гапк(АТА) < rank[ ATA АВ) = гапк(АТ[А В) 
< гапК(АТ) = rank А = гапК(АТА), 


期 末 考 试 参考 解答 9 


所 以 rank[474 A"B]=rank(A"A) , 故 方程 组 47Ar 一 4 有 有 解 . 
期 末 考 试题 (三 ) 
一 、 填 空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 


9" nd 0 0 
p < Bi OD t о 2" 0 0 
i-i # T 23 2518 
0 D 0 = 8.3" 
0 0 =a Б, 


4. S. 2р €. 3. 

二 、 单 选 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 

„В; 2. А; 3. А; 了 

三 、(10 分 ) 方法 1 Ар, 按 第 一 行 展 开 ,再 按 第 一 列 展开 得 р, = D,-: 十 D,-:， 
7 之 3. 

下 面 对 n 用 归纳 法 证 明 题 中 等 式 成 立 . 因为 Di = 1,D, =2, Br 4 n= 1.2 时 ,等 式 成 
立 . 现在 假设 对 所 有 小 于 的 正 整 数 等 式 成 立 , 从 而 

D,= р + р, 


1 түп п 
ЖЧ +З a= ]+ 


1 


[GT+Tw) 一 一 (1 一 V5) 一 ] 


25 

pg! H" — а 45)" |+ 

зу + "C++ а-а +499] 
= = О К? +‹ 1+V5)] i V5)"[2 — а +5] 
= Бї HVE — Q v5]. 


方法 2 先 将 D, 按 第 一 行 展 开 ,再 按 第 一 列 展开 得 D,= 0,3-0,2 .n23. 
令 数 a,b 满足 a 十 b= 二 1,ab 二 一 1, 解 得 


1⁄5 ,1—V5 
g ` go” 


a 


从 而 

D, = (a +b)D,, = 40,2, п>3. 
因 Di 二 1,D; 二 2, 故 递 推 可 得 

D,—aD, = b”, D,—bD,, = a", 


消去 D, i 8] 


о. 2106)" 0057] 


@ 期 末 考 试 参考 解答 


四 、(10 分 ) 因为 


Г1 1 1 » 1 1 1 0 0 
1 0 1 1 1 0 0 
как {= е: 
1 1 1 0 1:0 0 0 
LI 1 1 1 0:0 о 0 
Fi 0 0 ОЮ 1 Í 
0 1 0 0 0 1 = 0 
a 0 0 Д 0 эр 1 0 —1 
0 о 0 1 0 1 0 0 
LO о 0 0 1 1 0 0 
所 以 
2—п 1 1 1 
1 =] 0 0 0 
ла 1 0—1 
1 0 O # = 1 
1 0 0 = 0 —1 
五 、(10 分 ) 对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 做 初等 行 变 换 ,得 
3 1 1 1 Ü 2 
ба» 而 三 З 8 —2 13 5 0 1 = І 
4 =] 9 —6 0 0 0 
1 =8 4 = 0 0 0 
原 方程 组 等 价 于 
Xl +223 =— 1, 
| zz 一 zs 一 2. 
此 方程 组 一 个 特 解 及 其 导出 方程 组 的 基础 解 系 分 别 为 
一 —2 
0 11 
Jr МЭШ ИЕ У х Tp k 为 任意 数 . 
六 、(10 分 )” 见 单元 测验 参考 解答 中 第 6 章 第 四 题 . 
七 、(12 分 ) 方法 1 W f=x"Ax,g=y" By, HP 
z 4 —2 k =Ë 
A= | 4 9 —5|, B= —2 š 
=Ë =$ 3 — 4 


对 A 做 初等 合同 变换 ,得 


бо о н 
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© и > j sik 


Q = |0 1 1 
0 0 1 
青 对 B 做 初等 合同 变换 ,得 
g —@ =—@] 0 0 0 0 
— 8 š 4 о 1 2 0 1 0 
B = —2 4 6 0 2 4 о 0 0 
[2]= E т o ol п11| 11 = 
0 1 0 0 1 0 0 1 一 号 
0 0 11 » ü 1 0 0 1 
ТЕА у= Сх F g 251-2. 
П 67 ! 
CG = |0 1 —2 
0 0 1 
由 z= 二 Cz'y 得 x 二 Giz 二 C1Cz'y. 令 
L =& =$ 
Р = С.С! = |0 1 |+ 
0 0 1 


在 可 道 线性 变换 х=Ру F, f=g=2zi tz}. 

方法 2 由 配方 法 ,有 

f= (221 + 8210: — 4mizs) + 925 + 32% — 102203, 

= Bizi + 2201022: — 23) + rty — 2 (20: — х3) +925 + 325 — 108525 
2 [xi + 2а — аз] + z2 + z 一 2xzxs 


= 2 [z + 2xz; — x3 ? + (z; а), 


Ei 
zı =z i + 2z; — 23, zı 2 —1[л\ 
® = zz 一 Za， W »=|@1 —1l al), Ж x= P; g, 
zs = ©з 23 0 0 11 14 
从 而 
21 —2 — 1 [а 
2 |= |0 1 1||@; 或 x= Pr'z 
23 0 0 1] (=з 


由 配方 法 ,有 


Э 期 末 考 试 参考 解答 


g= (2у1 — 4у уг — 4у уз) + Зу? + буз 十 8yzys 


= 2 [yi — yz — ys ]° + yz + 4уз + 4узуз 
2[у‹— yz yF [уз + 2уз ]°› 


5 
m = yi — yz — уа» zı 1 =1 =N fj 
f yz 一 2ys， 即 zz|= |0 1 21151, 或 x= Ру, 
єз = уз, z3 0 0 11 Lys 
I и] Zü }ЕЛЕ{й 
1 一 3 —6] fyi 
х= Рү! = Př Py = |0 1 3| |x: 
0 0 1 з 
将 二 次 型 /化 为 g. 
八 、(12 分 ) 由 A 和:=E 有 (E 一 A)(E 二 4) 二 0, 故 
rank(E — A) + rank(E + A) < n. 
另 一 方面 ， 


п = rank(2E) = rank(E— A +E + А) < rank(E — А) + rank(E + А), 
故 rank(E—A)+rank(E+A) =n. 
反之 ,由 rank(E—A)+rank(E+A)=n 可 得 
(n—rank(E — A)) + (n— rank(E + A)) = n, 
即 方程 组 (E 一 A)x 二 0 与 (E 十 A)x 二 0 两 个 解 空间 的 维 数 之 和 为 n. k A 有 n 个 分 别 属于 特 
征 值 1, 一 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , 于 是 存在 可 逆 和 矩阵 书 , 使 得 


Е, 
А= r| La 
ре, Е, 


从 而 
E. 2 
А? =P| š | P'' = PE;P' Y = А. 
—E, 
期 末 考 试题 (四 ) 
一 、 填空 题 (每 小 题 3 分 共 18 分 ) 
o 0 —1 
pepi ë =i alr a-i 4%; 8 —L, & 3 
99 2. ; 3. + 4.8, 5. Bi 6. 3. 
—1 1 -1 
二 、 单 选 题 (每 小 题 3 分 共 18 分 ) 
LO Z, By 8, Ву 4. А; 5. Ds 6. С, 
三 、(10 分 ) ”用 升 阶 法 . 
1 0 0 0 i =1 =1 —1 
1 1+ay 工 十 型 1+а l а & 2! 
D, 1 1 二 zz 1+4 1+ |= |1 n 2 zz 
1 1+2, l+ 1+2? 1. а. Q “= а 
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2 о о 0 їл 3 1 

i = a 1 G жї xi 
=|1 ж 25 22 — |1 x< а? 22 

lo me gk = š Ë ж а =s аш 
=: Т wz- Цер П Сау — 2) 

i=1 <<< 1<i<j<n 
= [20 - ec 6] H (23 — д0). 


1<i<j<n 


四 、(10 分 ) 见 第 2 章 范 例 精 讲 中 例 19(2) 的 解答 . 
五 、(10 分 ) 因为 4 为 正定 矩阵 ,所 以 对 任意 交 维 非 零 列 向 量 x, 有 хтАх>0. ВТЕ 
m 个 常数 Ri ,Ra ,…，Avn ,使 得 
пе 十 ko + + kren = 0. 
两 边 左 乘 以 4 ,得 
kiAaı + k:A@: + *… + k,A@, = 0. 
PER Ша (i 二 1,2,…,m) ,由 条 件 @!A@; 001523). ШЖ ka Ae: =0(i=1,2,--,m). 由 
+а! Ag 220.19 k:=00G=1,2, m) еа g: an 线性 无 关 . 
六 、(10 分 ) 矩阵 方程 AX+ E= A +X. TEH 
(А— Е)Х = (А – Е)(А + E). 
因 |A 一 E|==0, 故 A 一 E An. {Н A+ E пуй, А гапК(А—Е)=гапК(А*— Е), ПЖ 
rank(A — E) = rank[A— Е A2— E]. 
所 以 矩阵 方程 有 解 . АН S H E: I SEAT E 4 


00 0 0 оо 100200 
отой з o|- [ 1003 | ， 
1602 18 O ооо о о O 


得 齐 次 线性 方程 组 (A 一 E)x==0 的 解 


[A—E A:—E]= 


0 
| k 为 任意 数 ， 
于 是 矩阵 方程 的 解 为 
2 0 0 
Х=|0 3 0|, kiskzsks HIERZ. 
kı kə Ёз] 


、(12 分 ) (1) `4 kÆ2 H|.rankB=2. H AB=0.ae,Z0 知 ,rank4 王 1. 则 所 求 极 大 无 
关 组 为 @1. 由 AB 一 0 有 


J е — а еа: = 0. 


le 26 +16 = 0, 
即 (4 一 2k)@; 0. А522. а =0.@ а. 


@ 期 末 考 试 参考 解答 


(2) 4 k=2 时 ,rankB 王 1. H AB=0.e,Z0 Я 1] 委 rank4 委 2,e: 一 @: 十 2 ез 0. 


Ж rank4A 一 1, 则 所 求 极 大 无 关 组 为 w Hea а: — 9—0 Da 为 常数 ; 


若 гапКкА=2.Ш%{1@:55=0.а@:.а› 线性 无 关 . 否 则 由 @i е 十 2 аз 一 0 Яа: T Ha a; Ж 


性 表示 ,与 rank4 王 2 矛盾 ,从 而 所 求 极 大 无 关 组 为 el a: Не: = – 0а. —@:). 


八 、(12 分 ) 见 第 6 章 范 例 精 讲 中 例 16 的 解答 . 


